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ZNAJDOWANIE SCIEZKI HAMILTONA W GRAFACH GEOMETRYCZNYCH
Z OGRANICZENIEM ODLEGLOSCI"

Streszczenie. Niniejsza praca dotyczy problemu Sciezki Hamiltona w grafach
unit disk, gdzie wierzchotki sa umieszczone w przestrzeni euklidesowej, a kraweg-
dzie tworza si¢ migdzy wierzchotkami znajdujacymi si¢ w okreslonej odlegtosci.
Te ograniczenia czynig problem odmiennym od klasycznego problemu Sciezki
Hamiltona. Praktyczne zastosowanie tego problemu mozna znalez¢ w sieciach
dronéw wykorzystujacych komunikacj¢ optyczng (FSO), gdzie kazdy dron mo-
ze taczy¢ si¢ jedynie z dwoma innymi ze wzgledu na ograniczenia sprzgtowe.
Wymoég polaczenia wszystkich dronéw tworzy tu problem znajdowania Sciezki
Hamiltona. Problem ten, podobnie jak w wielu innych typach graféw, wydaje
si¢ trudny obliczeniowo. W celu rozwigzania tego problemu zastosowano algo-
rytm tabu search, heurystyczna metodg dostosowang do przeszukiwania duzych
przestrzeni rozwiazan, co czyni j3 obiecujacym podejSciem do wspomnianego
problemu.

FINDING A HAMILTON PATH IN GEOMETRICAL GRAPHS WITH A DI-
STANCE CONSTRAIN

Summary. This study addresses the Hamiltonian path problem in geometric gra-
phs, where vertices are located in Euclidean space and edges are formed betwe-
en vertices within a specified distance. These constraints make the problem di-
stinct from the classical Hamiltonian path problem. A practical application of this
can be found in drone networks using Free-Space Optical (FSO) communication,
where each drone is limited to connecting with only two others due to equipment
constraints, creating a network that requires a Hamiltonian path for complete con-
nectivity. As with many Hamiltonian path problems in various graph types, this
problem appears computationally difficult. To tackle this challenge, we apply the
tabu search algorithm, a heuristic approach well-suited for exploring large search
spaces, making it a promising solution for this problem.

1. Wprowadzenie

Problem Sciezki Hamiltona polega na znalezieniu takiej Sciezki w grafie, kt6-
ra przechodzi przez kazdy wierzchotek doktadnie raz. Jest to jedno z kluczowych za-
gadnien w teorii graféw, nalezace do klasy probleméw NP-zupetnych [3], co oznacza,
ze jego rozwiazanie staje sic w praktyce trudne w przypadku duzych graféw. Sciezki
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Hamiltona maja wiele zastosowan, od logistyki w projektowaniu tras [10], az do bioin-
formatyki, np. w badaniach nad sekwencjonowaniem DNA, gdzie do rekonstrukcji pet-
nych sekwencji DNA z fragmentéw (reads) rowniez wykorzystuje si¢ problem Sciezki
Hamiltona [1].

Problem sciezki Hamiltona jest szeroko opisywany w literaturze, lecz w tej pracy
skupimy si¢ na specyficznym typie graféw inspirowanym problemem tacznoSci w sie-
ciach dronéw wykorzystujacych komunikacje Free Space Optics (FSO) [6] . Drony, ze
wzgledu na ograniczenia kosztowe/energetyczne/wagowe, sa wyposazone w minimal-
ng liczbg urzadzen do komunikacji optycznej — zazwyczaj dwa. To powoduje, ze kazda
z nich moze taczy¢ si¢ tylko z dwoma innymi dronami, co naturalnie prowadzi do two-
rzenia $ciezki Hamiltona, gdzie kazdy dron jest czgScia Sciezki bez powtarzania weztow
(przyktad na rysunku 1).

&

Rys. 1. Graf stworzony przez drony wykorzystujace komunikacje FSO z przyktadowa
Sciezka Hamiltona bedaca realizacja tej komunikacji

Potozenie tych wierzchotkow mozna opisa¢ w przestrzeni euklidesowej. Dla
obiektow poruszajacych si¢ w powietrzu, takich jak drony, mozna pominaC przeszko-
dy terenowe, wigc ich potaczenia sa ograniczone wylacznie przez maksymalny zasigg
urzadzen. Tworzy to szczeg6lny typ grafoéw, ktdre potozone sa w przestrzeni euklideso-
wej, a istnienie krawedzi uzaleznione jest od odlegtoSci pomigdzy wierzchotkami, grafy
takie okreslane sa w literaturze mianem jednostkowych graféw dyskowych [2].
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2. Problem S$ciezki Hamiltona

Problem Sciezki Hamiltona polega na znalezieniu w grafie Sciezki, ktéra odwie-
dza kazdy wierzchotek doktadnie raz.

2.1. Formalna definicja

Niech G = (V, E') bedzie grafem, gdzie V' jest zbiorem wierzchotkéw, a E zbio-
rem krawedzi. Sciezka Hamiltona to taka $ciezka w grafie G, ktéra odwiedza kazdy
wierzchotek v € V' dokladnie raz. Problem Sciezki Hamiltona (w wersji decyzyjnej)
polega na ustaleniu, czy istnieje taka Sciezka w grafie GG, czyli czy istnieje permutacja
wierzchotkéw, ktéra tworzy Sciezke zgodnie z powyzsza definicja.

2.2. Z¥ozonos¢ obliczeniowa

Problem Sciezki Hamiltona jest klasycznym przyktadem problemu trudnego obli-
czeniowo [3]. Nalezy on do klasy probleméw NP-zupetnych, co oznacza, ze dla grafow
ogOlnych (tj. gratéw bez zadnych dodatkowych ograniczen) nie istnieje znany algorytm
rozwiazujacy ten problem w czasie wielomianowym dla wszystkich przypadkéw. Ztozo-
nos¢ problemu wynika z faktu, ze liczba mozliwych Sciezek w grafie ro§nie wyktadniczo
wraz z liczba wierzchotkéw. Dla grafu o n wierzchotkach istnieje n! mozliwych permu-
tacji wierzchotkow, co sprawia, ze pelne przeszukiwanie staje si¢ niepraktyczne nawet
dla sredniej wielkoSci grafow.

2.3. Znaczenie w praktyce

Pomimo swojej teoretycznej trudnosci, problem Sciezki Hamiltona znajduje za-
stosowanie w wielu rzeczywistych scenariuszach, takich jak optymalizacja tras w lo-
gistyce, planowanie Sciezek w robotyce, projektowanie uktadéw elektronicznych oraz
analizy biologiczne, np. w sekwencjonowaniu genomow.

3. Jednostkowe grafy dyskowe

Jednostkowy graf dyskowy [2] to graf geometryczny, w ktérym wierzchotki od-
powiadaja punktom na plaszczyznie euklidesowej, a krawedZ migdzy dwoma wierzchot-
kami istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy odpowiadajace im dyski o promieniu 1 przecinaja
si¢. Oznacza to, ze dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia, gdy odleglos¢ euklidesowa
migdzy nimi jest mniejsza lub réwna 2. Formalnie, dla grafu G = (V, E), kazdy wierz-
chotek v; € V reprezentuje Srodek dysku o promieniu 1, a krawedz e;; € E istnieje,
jesli d(v;, v;) < 2, gdzie d(v;, v;) to odlegtos¢ migdzy wierzchotkami v; i v;.

Cho¢ w jednostkowych grafach dyskowych promien dyskéw jest zwykle jednost-
kowy, odlegtos¢ ta moze by¢ interpretowana jako dowolna stala wartos¢. W takim przy-
padku, graf zachowuje swoja struktur¢ geometryczna.

3.1. Wilasnosci jednostkowych grafow dyskowych

Ze wzgledu na to, ze krawedzie w jednostkowych grafach dyskowych sa ograni-
czone przez odlegtos¢ migdzy wierzchotkami, ten typ graféw rézni si¢ od graféw ogol-
nych, gdzie polaczenia moga istnie¢ niezaleznie od potozenia wierzchotkéw. Ogranicze-
nie zwigzane z odlegloscia sprawia, ze jednostkowe grafy dyskowe maja zastosowanie
w modelowaniu sieci bezprzewodowych, sieci sensorowych, czy sieci drondéw, gdzie
zasieg komunikacji migdzy weztami jest ograniczony.
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3.2. Przyktad minimalnego jednostkowego grafu dyskowego

Jednym z ciekawych przyktadow jest graf gwiazdy o stopniu 6. W przypadku
ogollnym taki graf jest tatwy do narysowania — wierzchotek centralny laczy si¢ z szeScio-
ma innymi wierzchotkami, tworzac strukturg gwiazdy (przyktad na rysunku 2). Jednak
w jednostkowych grafach dyskowych taka konfiguracja jest niemozliwa do odwzoro-
wania, poniewaz sze$S¢ wierzchotkow musiatoby znajdowac si¢ w odlegtosci mniejsze;j
niz 2 od wierzcholka centralnego, a jednoczesnie w odlegtosci wigkszej niz 2 od siebie
nawzajem. W dwuwymiarowe] przestrzeni euklidesowej takie rozmieszczenie wierz-
chotkéw jest niemozliwe, co pokazuje, ze jednostkowe grafy dyskowe maja bardziej
rygorystyczne ograniczenia niz grafy ogélne.

Rys. 2. Graf gwiazdy o stopniu 6, ktéry nie moze by¢ jednostkowym grafem dyskowym.

Ze wzgledu na swoje ograniczenia przestrzenne, jednostkowe grafy dyskowe
maja zastosowanie w projektowaniu sieci bezprzewodowych oraz optymalizacji pola-
czen w sieciach sensorowych, gdzie zasigg komunikacji zalezy od odlegtosci migdzy
wezlami.

4. Sciezki Hamiltona w Jjednostkowych grafach dyskowych

Problem Sciezki Hamiltona w jednostkowych grafach dyskowych, podobnie jak
w grafach og6lnych, wydaje si¢ problemem NP-zupetnym [5]. Oznaczaloby to, ze nie
istnieje algorytm doktadny rozwiazujacy ten problem w czasie wielomianowym dla
wszystkich przypadkow (jezeli P # NP).

Chociaz problem $ciezki Hamiltona w tego rodzaju grafach wydaje si¢ trudny, ist-
nieja wyniki sugerujace, ze dla jednostkowych graféw dyskowych, w przypadku ktérych
stosunek promieni dyskow (najwigkszego do najmniejszego) jest ograniczony przez sta-
ta, mozna uzyska¢ algorytmy o ztozonosci 20V dla problemu cyklu Hamiltona [7].
Oczywiscie, stala ta o wartoSci wynoszacej 1 oznacza jednostkowe grafy dyskowe. Te-
go rodzaju podejscie jest szczegllnie istotne w zastosowaniach praktycznych, takich jak
optymalizacja sieci, gdzie geometryczne ograniczenia maja istotny wptyw na efektyw-
nos¢ polaczen i trasowania w sieci.
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Podana ztozono$¢ wywodzi si¢ z interesujacego zagadnienie square root pheno-
menon [8]. Badania nad tym zjawiskiem w kontekscie graféw planarnych sugeruja, ze
dla wielu probleméw, w tym Sciezek Hamiltona, mozna uzyskac algorytmy o ztozono-
Sci sub-wyktadniczej 2°(V) . Pytanie, czy to zjawisko moze by¢ uogélnione na wicksze
klasy graféw, takich jak grafy dyskowe, jest otwarte. W szczegdlnosci grafy dyskowe,
w ktérych wnetrza dyskéw sa roztaczne, sa rownowazne grafom planarnym, co wska-
zuje na istnienie podobnych wtasciwosci strukturalnych.

5. Rozwiazanie problemu Sciezki Hamiltona za pomoca algorytmu tabu search

Algorytm tabu search [4] jest metaheurystyczng technika optymalizacyjna, ktéra
iteracyjnie przeszukuje przestrzen rozwiazan, korzystajac z pamigci o ostatnich ruchach
(zwanej lista tabu), aby unika¢ zapetlenia w lokalnych minimach. Zaleta algorytmu tabu
search jest jego zdolnos$¢ do efektywnego przeszukiwania duzych przestrzeni rozwigzan
1 unikania stagnacji w lokalnych minimach.

Do implementacji tego algorytmu uzyto biblioteki OptaPlanner [9], narzedzia
przeznaczonego do optymalizacji probleméw z ograniczeniami. OptaPlanner zapewnia
wsparcie dla wielu metaheurystyk, w tym tabu search, a jego zalety, takie jak skalo-
walnos$¢, mozliwos$¢ automatycznego dostrajania parametrow oraz szeroka gama opcji
konfiguracji algorytméw, umozliwita sprawng implementacj¢ pozadanego podejScia.

5.1. Konfiguracja podejscia tabu search

Posta¢ rozwiazania zostala zdefiniowana jako lista wierzchotkéw o rozmiarze
rownym liczbie wierzchotkéw, tworzacych Sciezkg o wymaganej dtugosci. Poniewaz
celem byto znalezienie jakiegokolwiek poprawnego rozwigzania, jakoS¢ rozwigzan nie
byla r6znicowana, zastosowano jedynie twarde ograniczenia. Proces zatrzymywat si¢ po
znalezieniu pierwszej poprawnej instancji. Poprawnos¢ byta natomiast oceniana poprzez
sprawdzenie, czy kolejne wierzcholki sa potaczone krawedzia 1 czy zaden wierzcholek
nie powtarza sig.

Aby zwigkszy¢ elastyczno$¢ przeszukiwania, poza standardowa operacja typu
swap, kroki algortymu zostaty rozrzeszone o mozliwo$¢ duplikacji wierzchotka, lecz
z dodatkowa kara réwna 1,5 wartoSci kary za brak krawedzi (tj. —2 za brak krawedzi
1 —3 za duplikacje wierzchotka). Taka modyfikacja pozwalata na wprowadzenie zdupli-
kowanego wierzchotka, jezeli w zamian zyskano dwie krawedzie na Sciezce, oczywi-
Scie w pelnym, poprawnym rozwiazaniu duplikacja musiala zosta¢ usunig¢ta. Ta zmiana
przyspieszyta znajdowanie rozwigzan o okoto 30%, przy jednoczesnym nieistotnym sta-
tystycznie (2%) ale wzroScie liczby znalezionych wynikéw.

Uzyto réwniez parametréw: EntityTabuSize (liczba ostatnich przemieszczen bytu
uznawanych za tabu) ustawiono na 7, oraz AcceptedCountLimit (limit liczby akcepto-
wanych ruchéw przed zakonczeniem przeszukiwania lokalnego) na 1000. Jako warunki
stopu przyjeto znalezienie wyniku lub ograniczenie czasowe, dostosowywane w zalez-
nosci od testow.

5.2. Poréwnanie z algorytmem exhaustive search

W celu oceny jakoS$ci wynikow, algorytm tabu search zostat poréwnany z algo-
rytmem doktadnym (exhaustive search). Ze wzgledu na wyktadnicza naturg exhaustive
search, réwniez ten algorytm otrzymat ograniczenie czasowe, takie samo jak tabu search.
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W konsekwencji moga wystapi¢ przypadki, w ktérych algorytm dokladny nie znajdzie
rozwiazania mimo jego istnienia. Naszym celem byto jednak zbadanie, jak czgsto zdarza
sig, ze to tabu search nie znajdzie wyniku, podczas gdy exhaustive search go znajdzie.
Wyniki tego poréwnania przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Poréwnanie wynikéw dla tabu search i exhaustive search.
Tabu search Tabu search
Nie znaleziono Znaleziono
wyniku wynik
Exhaustive search
Nie znaleziono 719 507
wyniku
Exhaus:tlve seargh 13 4201
Znaleziono wynik

Jak wida¢ na podstawie tabeli, tabu search przewyzsza exhaustive search pod
wzgledem wydajnosci, uzyskujac wyniki w stosunku okoto 40:1 (doktadnie 507:13).
W dalszych pracach planowane jest lepsze dostrojenie parametrow i podejS¢ algo-
rytmu tabu search oraz poréwnanie go z bardziej zoptymalizowanymi algorytmami
doktadnymi.

6. Porownanie istnienia Sciezki Hamiltona w jednostkowych grafach dyskowych
i grafach losowych

Aby zbada¢ trudno$¢ znalezienia Sciezki Hamiltona w jednostkowych grafach
dyskowych, przeanalizowali§my takie grafy umieszczone na kwadratowej przestrzeni,
przy zmiennej liczbie wierzchotkdéw oraz zmiennej maksymalnej odlegtosci migdzy ni-
mi (wyrazonej procentowo w stosunku do wielkosci przestrzeni). Przy takim zalozeniu,
warto§¢ /2 definiowata graf petny.

Dla kazdego jednostkowego grafu dyskowego wygenerowaliSmy réwniez graf
losowy o tej samej liczbie krawedzi. Dla kazdej kombinacji liczby wierzchotkéw 1 limi-
tu odlegtosci przeprowadziliSmy 100 iteracji, co pozwolito usredni¢ wyniki dotyczace
istnienia Sciezek Hamiltona przy danym nasyceniu krawedziami.

Wyniki pokazaly, ze przy tej samej liczbie krawedzi, grafy losowe czgsciej za-
wieraty Sciezki Hamiltona w pordwnaniu do jednostkowych graféw dyskowych (wyniki
testow przedstawione sa na rysunku 3). Szczegdlnie dotyczylto to obszaréw, gdzie ge-
sto$¢ krawedzi nie determinowata jednoznacznie istnienia lub nie Sciezki Hamiltona, co
pokazano na rysunku 4.

Cho¢ ta réznica jest wyrazna, przyczyny tego zjawiska wymagaja dalszych ba-
dan. Mozna przypuszczaé, ze geometria jednostkowych graféw dyskowych utrudnia
tworzenie Sciezek Hamiltona w poréwnaniu do graféw losowych, poniewaz ogranicza
potaczenia na wigksze odlegtosci, nie rekompensujac tego bardziej gesta siecig potaczen
lokalnych. Petne wyjasnienie tego zjawiska wymaga jednak glebszej analizy.
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Rys. 3. Wykres przedstawiajacy o ile bardziej prawdopodobne jest znalezienie Sciez-
ki w grafie losowym, w zaleznoSci od liczby wierzchotkéw 1 limitu odlegtosci
(w procentach wielkos$ci obszaru)
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Rys. 4. Wykres przedstawiajacy o ile bardziej prawdopodobne jest znalezienie Sciezki
w grafie losowym, w zalezno$ci od gestosci krawedzi w grafie, wyrazonej przez
procent wszystkich krawedzi

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono problem $ciezki Hamiltona w jednostkowych grafach
dyskowych oraz w grafach losowych, z analiza zalezno$ci pomigdzy topologia grafu
a istnieniem takich Sciezek. Badania przeprowadzono dla graféw o zmiennej liczbie
wierzchotkéw 1 limitach odlegtosci, a wyniki wykazaty wigksza czgstos¢ Sciezek Ha-
miltona w grafach losowych o podobnej liczbie krawgdzi. Ograniczenia geometrycz-
ne jednostkowych graféw dyskowych utrudniaja tworzenie takich Sciezek, wymagajac
dalszych badan nad ich naturg. W przysziosci planowane sa badania nad algorytmami
poprawiajacymi skuteczno$¢ ich wykrywania.
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