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OGRANICZANIE PRZESTRZENI STANOW W ROZSZERZONYCH CZASO-
WYCH SIECIACH PETRIEGO*

Streszczenie. W niniejszym artykule opisana zostata koncepcja ograniczania
przestrzeni stanOw w rozszerzonej czasowej sieci Petriego. Sie¢ taka integruje
wlasciwosci innych znanych sieci czasowych, umozliwiajac rozdzielne okresle-
nie czasOw aktywacji i produkcji w tranzycjach oraz czasu dzialania i zycia to-
kenow. Problem tak zwanej eksplozji przestrzeni stanow w sieciach Petriego jest
skomplikowany. Proponowane w niniejszej pracy podejscie pokazuje, ze bada-
nie osiggalnosSci stanéw w sieci czasowej, dla pewnej ich okreSlonej sekwencji,
jest mozliwe do wykonania bez kompleksowej analizy przestrzeni stanow. Arty-
kut przedstawia sposéb wykonania analizy sekwencji stanéw za pomoca uktadéw
nieréwnosci, umozliwiajacych analize wykonalnoSci sekwencji od danego stanu
poczatkowego.

REDUCTION OF THE STATE SPACE IN EXTENDED TIME PETRI NETS

Summary. This paper explores the concept of state space reduction in the exten-
ded Time Petri Net. This type of net integrates properties of several known time
Petri nets, allowing the separate specification of activation and production time
bounds for transitions, as well as time intervals assigned to places to define the
effective duration and lifespan of tokens. The problem of state space explosion in
Petri nets is complex. However, the approach proposed in the paper shows that the
study of the reachability of states in the proposed net, for a specific sequence of
them, is feasible, without complex state space analysis. The paper demonstrates
the analysis of the sequence of states by means of systems of inequations, making
it possible to evaluate the feasibility of the sequence from a given initial state.

1. Wstep

Sieci Petriego to jedno z narzedzi stosowanych do modelowania ztozonych sys-
temow. Dotyczy to zaréwno zaawansowanych systeméw przemystowych, jak i rownie
skomplikowanych systemow biologicznych. Te ostatnie charakteryzuja si¢ szczegdlnie
wysokim stopniem skomplikowania ze wzgledu na liczbg elementéw biochemicznych
oraz gesta sie¢ powigzan miedzy nimi, ktére reprezentuja wzajemne interakcje w komor-
kach, tkankach i innych strukturach. Analiza systemow biologicznych przy uzyciu sieci
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Petriego umozliwia uporzadkowanie wiedzy na temat tych systeméw oraz formutowanie
nowych, interesujacych wnioskdéw na temat ich funkcjonowania (por. [2]).

Istnieje wiele rodzajow sieci Petriego, ktére pozwalaja na wprowadzenie dodat-
kowych danych pochodzacych z badan nad danym systemem. Analiza tych sieci dostar-
cza nowych informacji o naturze modelowanego systemu [3, 5]. Klasyczne sieci Petrie-
go nie pozwalaja modelowac innych czynnikéw, takich jak czas. W odpowiedzi na to
powstaty rézne rodzaje sieci czasowych. Jednymi z pierwszych byty takie, w ktérych
przedzial czasu przypisany do tranzycji okresla, kiedy moze ona zosta¢ uruchomione
(sie¢ TPN, [4]). W innym waznym rodzaju sieci czasowe] (DPN) okreslony musi by¢
doktadny czas trwania produkcji tokenéw przez uruchomiong tranzycje [12]. Zaktada
si¢ w nich ponadto, ze kazda aktywna tranzycja uruchamiana jest natychmiast.

W niniejszym artykule rozwazana jest koncepcja ograniczenia przestrzeni stanow
w nowym rodzaju sieci, tj. rozszerzonej czasowej sieci Petriego (XTPN, extended time
Petri net) [9, 11, 10]. Sie¢ ta integruje wlasciwosSci wielu innych znanych rozszerzen,
umozliwiajac okreSlenie gérnych i dolnych zakresow czaséw aktywacji oraz produkcji
w tranzycjach oraz przedzialu czasu przypisanego do miejsc, ktory okresla efektywny
czas dzialania i zycia tokendéw w sieci.

Analiza przestrzeni stanéw danej sieci dostarcza wazna 1 petna wiedzg¢ o jej za-
chowaniu [1]. W praktyce jest to jednak zadanie nietrywialne, w ktérym jednym z gtéw-
nych problemoéw jest czgsto tak zwana eksplozja przestrzeni stanéw. Oznacza to, ze licz-
ba stanéw danej sieci moze by¢ na tyle wielka lub wrecz nieskoniczona, ze negatywnie
wplynie to na realistyczny czas obliczen. Jest to szczegdlnie widoczne w sieciach czaso-
wych, gdzie czas, ktéry uptywa pomigdzy jednym a drugim stanem, moze by¢ dowolnie
malg liczba wymierng lub rzeczywista. Jedng z mozliwosci radzenia sobie z tym pro-
blemem jest uzywanie graféw osiagalnosci, w ktérych wierzcholki nie sa pojedynczymi
stanami lecz catymi klasami stanéw. Mozliwe jest tez zapisywanie catym klas standéw
rOwnaniami, co znaczaco ogranicza liczbe obiektow do analizy [6, 7]

W niniejszym artykule pokazano, ze stosowanie parametrycznego opisu stanéw
dla sieci czasowych moze by¢ tez z sukcesem zastosowane dla sieci XTPN, aby bez ko-
nieczno$ci doglebnej analizy przestrzeni stanéw méc orzekaé o osiggalnosci pewnego
stanu docelowego. Struktura pracy jest nastgpujaca. Po wprowadzeniu do sieci XTPN, w
ktérym przedstawione zostang podstawowe definicje opisujace takie sieci i ich podsta-
wowe wilasciwosci, zaprezentowana zostanie koncepcja analizy sekwencji stanéw po-
przez uktady nieréwnosci czasowych. Ich analiza umozliwia odpowiedzZ na pytanie, czy
zadana sekwencja jest wykonalna dla danego stanu poczatkowego. Zaprezentowany w
tresci artykutu przyktad pokazuje mozliwos¢ przeprowadzenia tego typu analizy w pew-
nych powtarzalnych krokach i fazach. Analizowane sa w nich kolejne stany z sekwencji
pod katem ich osiagalnosci, przy danych w sieci ograniczeniach czasowych. Przyktad
pokazujacy sposéb przeprowadzania takiej analizy zaprezentowany zostal w rozdziale
trzecim. Artykut konczy si¢ podsumowaniem, w ktérym pokrétce opisane sag mozliwo-
Sci dalszych badan nad omawianym zagadnieniem.

2. Rozszerzona czasowa sie¢ Petriego

W tej czesci zaprezentowana jest koncepcja rozszerzonej czasowej sieci Petrie-
go, ktéra taczy w sobie trzy oddzielnie wystgpujace w literaturze sieci czasowe: TPN,
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DPN oraz sieci z tak zwanym oknem czasowym [9]. Formalnie, sie¢ XTPN bez stanu
okreslona jest Definicja 1.

Definicja 1. Rozszerzona czasowa siec Petriego bez stanu 9]

Rozszerzona czasowa sie¢ Petriego bez stanu jest zbiorem Z = {P,T,F,V,1,J},
gdzie:

P oraz T to skoniczone, niepuste i roztaczne zbiory, odpowiednio miejsc i tranzycji,
F C(PxT)U(T x P) jest zbiorem tukéw,

V : F — N jest funkcja przypisujaca wagi tukom sieci,

I:T — QFf x {Qf U{oco}} x Qf x {Qf U {oo}} oraz dla kazdego t; € T,
gdy I(t;) = (L1i(t;), I2(t;), Is(ti), 14(t;)) spelnione sg nieréwnosci I;(t;) < Iao(t;) i
I3(t:) < Lu(t),

J: P — Qf x {Q" U{oco}} oraz dla kazdego p; € P, gdy J(p;) = (J1(p;), J2(p;))
spetniona jest nieréwnos¢ Ji(p;) < J2(pj).

Podzbidr elementéw N = {P, T, F,V'} jest klasyczng siecia Petriego bez sta-
nu. Funkcja I okresla dla tranzycji t; dwa przedziaty czasu. Pierwszy z nich, dany jako
[[1(t;), I5(t;)], to zakres minimalnego oraz maksymalnego czasu, w ktérym tranzycja
moze pozostawac aktywna, jezeli pozwalaja jej na to tokeny w miejscach wejSciowych
bezposrednio ja poprzedzajacych. Zakresy tego przedziatu to bezposrednie odpowiedni-
ki tak zwanych earliest firing time oraz latest firing time znanych w sieciach czasowych
typu TPN. Dalej beda one konsekwentnie zapisywane jako I (t;) = af, Ir(t;) = of,
gdzie zawsze o < of . Drugi przedziat [I3(¢;), I3(¢;)] okresla minimalny i maksymalny
czas produkcji tokenéw (po przejsciu tranzycji ze stanu aktywacji do stanu produkcji co
bedzie doktadniej opisane dalej). Zakresy przedziatu oznaczane beda jako I5(t;) = ﬂf ,
Ii(ts) = 3V edzie B < 3.

Uruchomienie tranzycji nastgpuje po uptywie pewnego czasu 7,(t;) takiego, ze
0 < of < 7(t;) < of. Po uplywie czasu 7,(¢;) tranzycja pobiera tokeny z miejsc
bezposrednia ja poprzedzajacych, jednak wyprodukowanie nowych tokenéw nastepuje
dopiero po uptywie pewnego czasu 73(t;), liczonego od momentu rozpoczgcia produk-
cji, takiego, ze 0 < B < 73(t;) < BY.

Funkcja J przypisuje do kazdego miejsca p przedziat czasu [J;(p;), J2(p;)]. Da-
lej stosowana bedzie notacja w ktorej J;(p;) = 7}% oraz Jo(p;) = va]_. Wartosé 75]_
okresSla czas, ktéry musi uptyna¢ dla danego tokenu, aby uzyskat zdolnoS¢ aktywacji
tranzycji lub mégt by¢ uzyty, gdy pewna tranzycja rozpoczyna produkcje. Catkowity
dopuszczalny czas zycia tokenu w danym miejscu trwa od zera do %If jednostek czasu.
W momencie gdy uptyw czasu dla tokenu liczony od chwili jego utworzenia spowoduje
przekroczenie wartosci ’yg , a token do tego momentu nie zostal uzyty do produkc;ji, jest
on usuwany z miejsca p.

2.1. Stan sieci i jego stany bazowe

Pelny stan sieci Z zapisujemy jako z = (m, h), gdzie m oraz h to funkcje opisu-
jace dwa stany bazowe Z dla miejsc 1 tranzycji, odpowiednio p-stan i t-stan. Funkcja m,
okreSlajaca p-stan w sieci, odpowiada za przypisanie tokenéw do kazdego jej miejsca.
Stan kazdego miejsca okresla pewien multizbior K, ktérego elementy sa liczbami Ky,
takimi, ze 0 < K < vg, gdzie z to indeks konkretnego tokenu. Kazda z tych liczb
nalezacych do K okresla wigc aktualny czas zycia tokenu, od momentu jego powstania
w danym miejscu. Multizbior tego typu opisuje Definicja 2.
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Definicja 2. Multizbior K [9]

Niech { K, gdzie a > 0 oraz 0 < b < a, bedzie multizbiorem nieujemnych liczb
wymiernych lub niech zawiera on tylko symbol #. Elementy takiego multizbioru
to wartodci z przedziatu [b, a|, co zapisujemy jako: r, € ¢K, jezeli k, € Qf A0 <
b<k,<a.

Nalezy zwréci€ uwage, ze jest to ogdlna definicja multizbioru K. Kazdy konkret-
ny multizbiér K, na przyktad opisujacy w danej chwili miejsce p;, okreslony jest jako
U
K p;- W kolejnym akapicie zostanie opisany inny multizbior K, , dla ktérego wartos¢
b = ’y;}j okresla¢ bedzie minimalny czas po uptywie ktérego token moze aktywowac
tranzycje. Nowe wyprodukowane tokeny w miejscu p; maja zawsze poczatkowy czas
zycia réwny 0. Czas ten, w miarg zmiany stanu z sieci spowodowanego uptywem czasu,
nie moze przekroczy¢ wartosci 7},] . Kolejnym specyficznym typem multizbioru jest M.
Jest to multizbidr posiadajacy przede wszystkim dwie cechy. Po pierwsze, jego elementy
to multizbiory K, po drugie, jego licznos¢ jest zawsze rowna | P|. Mozna wigc formalnie
okresli¢, ze funkcja m opisujaca p-stan sieci, przypisuje kazdemu miejscu p odpowiedni
multizbior §K € M, to jestm : P — M, czyli m(p) = $ K, gdzie a =~} oraz b = 0.
Waznym typem multizbioru K jest tak zwany aktywujacy podzbidr tokenow. Ist-
nie¢ on musi dla kazdego miejsca p bezposrednio poprzedzajacego tranzycje t 1 spetniac
dwa warunki. Po pierwsze, musi zawieraé przynajmniej tyle tokenéw ile wynosi waga
tuku z (p,t). Po drugie, kazdy z jego tokenéw musi mieé czas zycia réwny lub wigk-

szy wartosci vZ. Aktywujacy podzbidr tokendw w pewnym konkretnym miejscu p dla
y Tp ywujacy p pewny Y jscu p

tranzycji t oznaczany bedzie jako § K g’jtt, gdzie a = yg ib= 7;} .

Drugi ze stanéw bazowych, tak zwany ¢-stan, jest opisany para wartosci (uy, , wy, ),
ktére musza miesci¢ si¢ w zakresach opisanych funkcja /. Dalej beda one zwane od-
powiednio licznikiem stanu aktywacji (u,) oraz stanu produkcji (wy,). t-stan okresla
funkcja h taka, ze h(t;) = (uq,,wy,). Dozwolone warto$ci dla u oraz w to zbidr liczb
rzeczywistych lub symbol #. Licznik w;, mierzy czas jaki uptynal od momentu akty-
wacji tranzycji t;, natomiast licznik w;, mierzy czas, jaki uptynal od momentu, kiedy
tranzycja t; rozpoczela faze produkcji tokenéw. Nalezy zwréci¢ uwage, ze wartoS¢ nale-
zaca do zbioru R moze mie¢ w danym stanie tranzycji ¢; tylko jeden z licznikéw, drugi z
nich musi w tym momencie mie¢ przypisany symbol specjalny #. Dwa liczniki réwno-
czes$nie moga mie¢ réwniez przypisane symbole #, nie jest jednak mozliwe aby réwno-
czesnie liczniki mialty rzeczywiste wartoSci liczbowe. Trzy dopuszczalne przypadki sa
wigc nastepujace:

1. h(t) = (us = #,w; = #) okresla ze tranzycja ¢ nie jest aktywna i nie produkuje
tokenéw, opisywana jest wtedy ona jako 7.
2. h(t) = (u; € RY,w; = #) - t jest aktywna, co opisywane jest jako t*.
3. h(t) = (us = #,w; € RY) - t jest w fazie produkcji, co opisywane jest jako /"¢,
2.2. Sekwencja stanow sieci

Stan sieci XTPN zmienia si¢ wraz z uptywem czasu oraz zmiang liczby toke-
néw w miejscach. Mozna jednak wyrézni¢ pewne istotne momenty, zwigzane ze zmiang
jednego z trzech stanéw h tranzycji (t7, t** i ?7°%) lub ze zmiana liczby tokenéw w
miejscu na skutek przekroczenia maksymalnego czasu zycia tokenu. Wymienione cztery
momenty czasu bgda odpowiadac za powstanie tzw. stanow istotnych. Sa to takie stany,
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ktére odzwierciedlaja dokonang wtasnie zmiang z czterech wymienionych. Pomigedzy
stanami istotnymi istnie¢ moze w zasadzie nieskonczona liczba posrednich stanéw nie-
istotnych, w ktorych liczniki dla tranzycji 1 czaséw zycia tokenow sa powigkszone o
pewna niewielka, policzalng wartoS¢ (uptywajacy czas) od ostatniego stanu istotnego,
jednak nie powoduje to zmiany ani stanu tranzycji, ani liczby tokenéw w sieci.

Uptyw czasu pomigdzy nimi moze by¢ opisany pewnym uktadem nieréwnosci.
Uktady te pozwalaja okresli¢, czy mozliwe jest przejscie od jednego stanu z sieci do
drugiego. PrzejScie to opisujemy za pomoca pewnej sekwencji stanow istotnych. Defi-
nicja 3 wprowadza pojecie sekwencji standw istotnych dla sieci z7'PN. Dalej bgdzie
ona jednak po prostu nazywana sekwencja stanow.

Definicja 3. Sekwencja stanow.

Sekwencja standéw dana jest jako o = 770 x5t 77 NS rR S A edzie x
oznacza element sieci Z: tranzycje ¢t lub miejsce p, natomiast st konkretyzuje dany
stan istotny. Sa to: nieaktywnosé (%), faza aktywacji (1), faza produkcji (t77°9)
lub przekroczenie czasu zycia przez tokeny w miejscu oznaczane przez p“*P. 7% to
czas, ktory musi uptynaé¢ pomiedzy stanami opisywanymi przez x:'.

Nalezy tutaj dokona¢ pewnego waznego rozréznienia. Formalnie stan sieci ozna-
czany jest jako z = (m?, h*). Elementy sekwencji inne niz czasy 7" nalezy traktowac
jako opisy stanw istotnych, np. £”"°? opisuje stan, w ktérym wiasnie rozpoczeta si¢ pro-
dukcja tokenow przez tranzycje t;. Oznacza to tez, ze licznik produkcji dla ¢; jest rowny
zero. Majac w ten sposob zdefiniowang sekwencj¢ standw, mozna rozwazac, czy jest
ona mozliwa do pelnego wykonania uwzgledniajac inne ograniczenia czasowe w sieci.
PrzejScie pomigdzy wszystkimi stanami istotnymi z sekwencji o od stanu poczatkowe-
go z do koricowego stanu 2’ zapisywane bedzie jako z % 2’. Sprawdzenie, czy o moze
doprowadzi¢ do stanu sieci 2’ od z jest mozliwe bez kompleksowej analizy przestrzeni
standw. Spos6b analizy wykonalnoSci sekwencji pokazany zostanie na przykladzie w
kolejnym rozdziale. Nalezy ponownie podkresli¢, ze stany istotne zawarte w sekwencji
o reprezentuja pewng istotng zmiang w sieci XTPN zwiazang z tranzycja lub miejscem,
ktora nastepuje po czasie 7 poprzedzajacym wymieniony stan istotny w o. W dalszym
przyktadzie w sekwencji znajda si¢ zmiany stanu tranzycji z aktywnosci na produkcje i
odwrotnie. Na bardzo prostym przyktadzie mozna opisaé to w taki sposéb, ze dla pewnej
krétkiej sekwencji danej np. jako o = 5, t4*', bedac w stanie » nalezy zbadaé (analizujac
zaleznoSci czasowe w sieci), czy mozliwe jest po doktadnie 5 jednostkach czasu przej-
Scie do stanu, w ktérym tranzycja ¢, staje si¢ aktywna. Analiza taka wymaga zbudowania
uktadu nieréwnosci, co zostanie pokazane na przyktadzie w kolejnym rozdziale.

3. Analiza wykonalnoSci sekwencji stanéw

Metoda weryfikacji wykonalnoS$ci sekwencji o zostanie teraz doktadnie pokazana
na przyktadzie prostego uktadu dwoch tranzycji, pokazanego na Rysunku 1. Stan tej
sieci to zg = (m*, h*) gdzie h*(t1) = (0, #), h*(t2) = (#,#), m™(p1) = K, = 0.

Stosowane oznaczenia sg nastgpujace: niech 74 oznacza obliczany czas sieci kto-
ry uptynatl od poczatkowego stanu 2y, niech 7°* oznacza czas, ktory uptynat od stanu z,,
na poczatku 7¢ = 7% = 0. Litera G w dolnym indeksie oznacza globalny czas liczo-
ny dla sieci od momentu rozpoczgcia analizy sekwencji o dla stanu poczatkowego 2.
Multizbiér dla miejsca p; oznaczany bedzie jako 28K p1» poniewaz 'ygl = 20.
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a: [1, 3] a: [2, 4]

B [1.2] y: [4, 20] g1, 3]

x] -D—
ty P1 ty

Rys. 1. Przyktadowa sie¢ w stanie zg = (m?*°, h*). Prezentacja wartosci «, (3 oraz v sieci w formie zakreséw,
wedtug konwencji stosowanej w programie Holmes [8].

Przyklad. Niech dana bedzie sekwencja czasOw oraz standéw istotnych o =
7 = 25 (% pa = 15 gokt pm o= 15 (P01 7= o= 9 qakt pao— 3 qprod oz
1,28kt 776 = 1.5.

Sprawdzenie wykonalnoSci sekwencji wymaga utworzenia uktadu nieréwnosci
uwzgledniajacych zaleznoS$ci czasowe i sprawdzenia jego niesprzecznoSci. Analiza ta
wykonywana jest sekwencyjnie w kolejnych krokach, dla kazdej kolejnej pary (7, x5') z
sekwencji o, gdzie 7 oznacza doktadny czas, ktéry ma uptynaé az do osiagnigcia stanu
istotnego opisanego przez x5'. W kazdym kroku rozréznia si¢ dwie fazy. W pierwszej
ustalany jest doktadnie stan sieci. Tworzony on jest poprzez aktualizacje licznikow cza-
su dla stanu poprzedniego o warto$¢ 7%, czyli taka, ktdrej poprawnos¢ potwierdzita
analiza w fazie drugiej w poprzednim kroku. Prowadzi to do ustalenia opisu stanu na-
stepnego, ktory jest podstawa analizy uktadu nieréwnosci w fazie drugiej w aktualnym
kroku. W drugiej fazie budowany jest uktad nieréwnosci, ktérego celem jest sprawdze-
nie, czy 7 moze doprowadzi¢ do stanu istotnego opisywanego przez 3.

W przypadku, kiedy cata procedura jest dopiero rozpoczynana (w kroku pierw-
szym), w fazie pierwszej przyjmuje si¢ za punkt wyjscia stan poczatkowy zg i na jego
podstawie w fazie drugiej analizuje si¢ czas T z pierwszej pary sekwencji o.

e Krok 1. Stan poczatkowy zg, czas 750 = 0 (poczatkowa warto$¢ uptywu czasu).
Sprawdzenie pierwszej pary w sekwencji o, tj. (7% = 2.5, 2"°"). Innymi stowy, w
fazie drugiej nalezy sprawdzié, czy mozliwe jest rozpoczgcie produkcji przez tq,
po czasie 7*° od stanu okreSlonego w fazie pierwszej danego kroku.

Faza 1: W kroku pierwszym przyjmuje si¢ stan poczatkowy zj.

hZo(t1> - (ut1 = 07 #>’ hZO(tQ) = (#a #)’ mzo(pl) = 20Kp1 - @

Nalezy tutaj przypomnieé, ze funkcja h* (t) w danym stanie z, zwraca wartosci
licznikéw czaséw aktywacji oraz produkcji pewnej tranzycji ¢. Funkcja m* (p) w stanie
%, okresla multizbior K, opisujacy tokeny w miejscu p.

Faza 2: Okreslenie dozwolonego zakresu dla czasu 7%°. Z sekwencji 0 wynika, ze 7%° =
2.5 1 jest to czas przed rozpoczeciem produkcji przez ¢; (co okresla element t]fmd
Stad uktad ma na poczatku tylko jedna nieréwnosc:

t35% of <uy +70 <l =17 <3

t#: nieaktywna, p1: brak tokenow

W o).

Z nieréwnoSci dla t; wynika, ze po czasie 7% = 2.5 tranzycja t; moze rozpoczaé
produkcje tokendw, miesci si¢ on bowiem w zakresie minimalnego i maksymalnego
czasu aktywacji dla tranzycji t;. Poczatek sekwencji o dany jako o’ = 2.5, tzfmd jest wiec
wykonalny. Nie da si¢ utworzy¢ nieréwnosci w tym stanie dla tranzycji to, poniewaz jest
ona nieaktywna, natomiast miejsce p; nie zawiera zadnych tokendw.
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e Krok 2. Stan 2z, czas 75 = 72 + 7°° = 2.5. Czas globalny jest aktualizowany
poprzez dodanie do jego ostatniej wartoSci poprzedniego czasu 7, czyli tego, dla
ktérego poprawnie zweryfikowano jego niesprzeczno$¢ w ukladzie nieréwnosci
w fazie drugiej poprzedniego kroku. W tym kroku sprawdzana jest druga para z
sekwencji o, czyli (77 = 1.5, t4*t)

Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci po uptywie (poprzedniego) czasu 7% = 2.5

) . .. ) 720=2.5 7%
oraz rozpoczeciu produkcji przez ¢, co zapisujemy jako zp ———  21.

W () = (#,wy, = 0), W7 (t2) = (#, #), m™ (p1) = 0K, =0

Jest to stan istotny okreslony przez £2"°% w pierwszej parze elementéw sekwencji
o.Oznacza to, ze po czasie 77° tranzycja t; zakonczyta aktywacje i rozpoczeta produkcje
tokenow.

Faza 2: Okreslenie czy czas 7°* = 1.5 moze doprowadzi¢ do stanu istotnego zainicjo-
wanego zmiang stanu tranzycji opisang przez t{*.

2 Bk <wy, +7 <Y = 1< T2
to: nieaktywna, p1: brak tokenéw

Jedyna nieréwnosc jest prawdziwa dla 7% = 1.5, po nim tranzycja t; zakonczy
produkcje tokenéw. Poniewaz za$ sama jest tranzycja wejSciowa, tj. nie posiada swoich
miejsc wejSciowych, automatycznie przejdzie ona po tym ponownie do stanu aktywacji.
Doktadnie po czasie 7%, jeden nowy token zostanie utworzony w miejscu p;. Zmiang

(T71=1.5,t4%")
_

stanu zapisujemy jako z; zo. Stan sieci w osiagnigtym stanie istotnym 2o

pokazuje Rysunek 2.
a: [1, 3] a: [2, 4]
B:[1.2] y: [4, 20] B [1. 3]
X] -®)—
ty Py ty

Rys. 2. Sie¢ w stanie z;

e Krok 3. Stan 2y, czas 77 = 75 + 792 = 4. W tym kroku sprawdzana jest trzecia
para z sekwencji o, czyli (72 = 1.5, t8"%).

) . o T1=1.5t4*")
Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci poprzez przejscie z; ——— > 2o.

B () = (un = 0,4), h*(ta) = (#,#), m* (1) = 0K, = {0}
Faza 2: Okreslenie dozwolonego zakresu dla czasu 7°2 = 1.5 w sekwencji o.

ti5 of <wuy +72 <l =172 <3
t5 : nieaktywna

lizln—i—TZQ <’yg1 =0+72<200=12<2
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Nalezy zwroci€ uwage, ze od momentu pojawienia si¢ tokenu w miejscu py,
czas 7% jest dodatkowo ograniczany przez maksymalny dopuszczalny czas zycia to-
kenéw w p;. Uklad nier6wnos$ci wciaz pozostaje prawdziwy, tak wigc sekwencja o jest
wykonywalna w swojej poczatkowej czesci danej jako o/ = (7% = 2.5, 771 =
1.5, 10kt 722 — 1.5 Frod),

e Krok 4. Stan z3, czas 75 = 77 +7°* = 5.5. W tym kroku sprawdzana jest czwarta
para z sekwencji o, czyli (77 = 2, 19kt).

( 2215 tprod)
Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci poprzez przejscie zo ——— 23.

() = (#,wy, = 0), b (t2) = (#, #), m* (p1) = K, = {1.5}

Faza 2: OkresSlenie dozwolonego zakresu dla czasu 7% = 2 z sekwencji o.

tprod @5 wtl 47 Bt[{ =1 < 773 < 2

t2 : nieaktywna
li}h + 7% < fygl = 15+72<20=72<18.5

1

Uktad nier6wnosci dla 7% = 2 pozostaje prawdziwy.

e Krok 5. Stan z4, czas 75 = 75 + 7% = 7.5. W tym kroku sprawdzana jest piata
para z sekwencji o, czyli (7% = 3, 7).

773 — Qtakt)
Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci poprzez przejscie z3 LR L

ha(t) = (uy = 0,4), h*(t2) = (#, #), m*(p1) = 20K, = {3.5,0}
Faza 2: Okreslenie dozwolonego zakresu dla czasu 7** = 3 z sekwencji 0.

takt tL Uy + 7% <ozgz>1<7'z4<3
t# nieaktywna
/1}131 + 7% < 7p1 = 3.5+ 7 <20=1*<16.5
/i;l + 7% K ’yU =174 <20

20 rrakt 7%
2K <4

Uktad nieréwnosci dla z4 pozostaje prawidlowy dla 7% = 3. Nalezy jednak zwr6-
ci¢ uwage na ostatnig nierownos¢. Okresla ona ograniczenie czasowe na 7°* wynikaja-
ce z obliczenia minimalnego czasu potrzebnego do powstanie podzbioru aktywujacego

tranzycje ¢, w miejscu p;, ktéry to podzbidr oznaczamy jako 2 Kgft t,- W stanie 24

multizbiér %) K p zawiera dwa tokeny 1 wtedy nie istnieje jeszcze w stanie z4 podzbidr
aktywujacy 2 K aft +, dla ta. Zacznie on jednak istnieC po 4 jednostkach czasu. Wtedy
aktualnie najmtodszy (w stanie z,) z dwoch tokenéw osiggnie czas zycia rOwny ’y]fl =4,
drugi z tokenéw bedzie miat czas zycia rowny 7.5. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze okreslenie
minimalnego czasu po uptywie ktérego powsta¢ moze podzbiér aktywujacy (gdziekol-
wiek) w danej sieci, jest innym ciekawym problemem algorytmicznym. Opracowany
algorytm wyznaczania tego czasu zostanie jednak pominigty. Stan po uptywie czasu

7% = 3 1 rozpoczgciu produkcji przez t; dany jest na Rysunku 3.
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a [1, 3] a: [2, 4]
B-[1.2] v [4, 20] B 11, 3]
X] ~)——
ty P1 ty

Rys. 3. Sie¢ w stanie zs

z4

e Krok 6. Stan z5, 757 = 75/ + 7% = 10.5. W tym kroku sprawdzana jest szdsta para
z sekwencji o, czyli (775 = 1, t3").

. . . . 7_24:37tprod)
Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci poprzez przejscie z4 —————— zs.

W5 (1) = (#,wy, = 0), h*(ta) = (#, #), m*(p1) = 0K ,, = {6.5,3}

Faza 2: OkreSlenie dozwolonego zakresu dla czasu 7% = 1 z sekwencji o.

20N Bf <wy, + 75 <Y = 1< 75 <2
tz#: nieaktywna
Fipy 77 <A = 65477 <20 =75 <135
/-igl + 7% < fygl =35+7 <20=15<16.5

20 rrakt . 25
YGRS N |

Uktad nieréwnosci dla 7%° = 1 pozostaje spetniony.

e Krok 7. Stan zg, 757 = 757 + 7% = 11.5. W tym kroku sprawdzany jest ostatni
element (brak pary, koniec sekwencji o) czyli czas 776 = 1.5.

. . cs . 725 =1,t5%")
Faza 1: Ustalenie aktualnego stanu sieci poprzez przejscie zs {21, 26.

hZG(tl) = (#’wtl = 0'5)7 hZG(tQ) = (ut2 =0, #)’ mZG(pl) = Kpl = {7'5?4}

Faza 2: OkresSlenie dozwolonego zakresu dla czasu 7.

20N B Cwy + 70 < BV = 1<054+79<2=205< T8 <15
tgkt:a{;<ut2+7'zﬁ<ag:>2<7'z“<4
Kp, + 77 <AL = T5+7% <20 = 7% < 12.5
/@gl+726<71)U1:4+7'26<20:7‘“<16

Nalezy zwr6ci¢ szczegblng uwage na dwie poczatkowe nieréwnosci dla tranzycji
t, oraz to. Mozna by w tym miejscu uznaé, ze doszliSmy do sprzecznosci, poniewaz
gbrne ograniczenie dla nieréwnosci okreSlonej dla t; w stanie produkcji jest mniejsze
(ﬁg = 1.5) niz dolne ograniczenie dla ¢y (oth2 = 2). Sprzeczno$¢ ta jest jednak pozorna i
wynika z tego, ze w o nie ma zdefiniowanego nastgpnego stanu istotnego do osiagnigcia
w ramach tej sekwencji.

Gdyby, teoretycznie, o konczyta si¢ stanem , bytaby ona wtedy nieosiagalna
po czasie 7°¢ = 1.5. Czas taki bylby zbyt krétki o 0.5 jednostki, aby tranzycja t, mogta
zakonczy¢ aktywacje w najkrétszym dozwolonym czasie. Poniewaz jednak na 776 = 1.5
sekwencja o si¢ konczy, oznacza to, ze jest mozliwa do wykonania. Doprowadza ona
finalnie od stanu poczatkowego z do stanu 2’ co zapisujemy jako z < 2’. Stan ten
mozna doktadnie opisac poprzez:

prod
t2
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R (t1) = (#,wy, = 2), b7 (ta) = (uy, = 1.5, %), m* (p1) = K, = {9,4.5}

Jest to catkowicie osiagalny stan sieci po pelnym wykonaniu sekwencji o, z ktére-
go opisu mozna wywnioskowac, ze kolejnym stanem istotnym przez niego opisywanym
jest rozpoczecie produkcji przez tranzycje t1, poniewaz jej licznik czasu produkcji (wy, )
po zwigkszeniu go o 7% osiagnal dopuszczalne maksimum (poniewaz Btl{ = 2). Jako
podsumowanie pokazujace, ze zagadnienie to jest ciekawsze i bardziej skomplikowane
niz zaprezentowany tutaj przyktad, mozna powiedzie¢, ze stan ten transformuje si¢ w
zerowym czasie do stanu réwnowaznego 2", ktéry z kolei mozna opisaé jako:

"

(1) = (0,wy, = #), h* (t2) = (uy, = 1.5, %), m* (p1) = 0K, = {9,4.5,0}

Stan réwnowazny do pewnego stanu nie oznacza jednak, co oczywiste, identycz-
nosci obu stanéw. Jest to wyraznie widoczne chociazby w fakcie, ze w stanie 2’ nie ma
jeszcze nowego tokenu w p; a tranzycja t; pozostaje w stanie produkcji. Mozna tym
niemniej formalnie zapisaé, ze 2/ == 2.

Widaé wigce, ze czas do faktycznego wyprodukowania tokenéw w miejscu p; w
stanie 2’ jest tak naprawde réwny zero. W momencie, w ktérym licznik czasu produkciji
pewnej tranzycji osiaga swoje dopuszczalne maksimum, tranzycja ta musi wyproduko-
waé nowe tokeny i zmieni¢ swdj stan na aktywny lub nie, zaleznie od struktury sieci.
To oraz inne zagadnienia, jak chociazby algorytmiczny opis zastosowanych krokow dla
dowolnej sieci XTPN, wykraczaja jednak poza zakres niniejszej pracy.

4. Podsumowanie

Podsumowujac, rozszerzona czasowa sie¢ Petriego to zaawansowane narzedzie
do modelowania systemOw biologicznych 1 przemystowych, umozliwiajace precyzyjne
okreslenie dynamiki tych systeméw. Dzigki integracji wlasciwosci réznych typdw sieci
czasowych, takich jak TPN, DPN, sie¢ xXTPN oferuje elastyczno$S¢ w modelowaniu za-
rowno zakresOw czasowych aktywacji, jak i produkcji tokenéw oraz ich efektywnego
czasu zycia w miejscach.

W artykule przedstawiony zostat sposob analizy osiagalnosci pewnego zadanego
stanu 2’ od stanu poczatkowego z, przy zadanej sekwencji standw istotnych o. Analiza ta
bazuje na badaniu przejS¢ pomigdzy stanami istotnymi z pewnej sekwencji ¢ za pomoca
uktadéw nieréwnosci uwzgledniajacych zalezno$ci czasowe elementéw sieci. Dopdki
elementy tego uktadu sa niesprzeczne, mozliwe jest osiagnigcie kolejnego stanu danego
sekwencja o po pewnym okre§lonym czasie 7, ktéry rOwniez jest w tejze sprawdzanej
sekwencji SciSle okreslony.

Takie podejScie pozwala omijac r6zne problemy zwiazane z analizg przestrzeni
stanow, jak chociazby problem ich tak zwanej eksplozji, w ktorej to graf stanéw roz-
rasta si¢ w sposob szybko uniemozliwiajacy realistyczng analizg. Z uwagi na ograni-
czenia miejsca oraz zlozonos$¢ opisywanego zagadnienia ograniczono si¢ do przyktadu
prezentujacego wykonalnosS¢ opisywanego podejscia. Autorzy planuja dalsze prace nad
tekstem opisujacym petne, bardziej zaawansowane przypadki sekwencji stanéw dla sieci
xTPN oraz formalny matematyczny opis stosowanej procedury analizy sekwencji. Na-
lezy tez podkresli¢, ze algorytm wspomniany pod koniec kroku piatego w przyktadzie z
trzeciego rozdziatu, stuzacy do okreslania w danym stanie sieci minimalnego czasu do
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pojawienia si¢ podzbioru aktywujacego, jest rOwniez nietrywialny. W zalozeniu musi
on uwzgledniaé wszystkie mozliwe uktady miejsc i tranzycji w sieci XTPN, jak row-
niez niestandardowe tuki, takie jak tuki odczyty czy tuki hamujace. Jego doktadny opis
wykracza jednak poza ramy niniejszej pracy.

LITERATURA

10.

1.

12.

Berthomieu B., Diaz M.: Modeling and Verification of Time Dependent Systems
Using Time Petri Nets, IEEE Trans, on Software Eng., 1991, vol. 17(3), p. 259-273.

Formanowicz D., Radom M., Rybarczyk A., Formanowicz P.: The role of Fenton
reaction in ROS-induced toxicity underlying atherosclerosis - modeled and analyzed
using a Petri net-based approach, Biosystems, 2018, vol. 165, p. 71-87.

Heiner M., Lehrack S., Gilbert D., Marwan W.: Extended Stochastic Petri Nets for
Model-Based Design of Wetlab Experiments, Lecture Notes in Computer Science,
2009, vol. 5750, p. 138-163.

Merlin P.M.: A Study of the Recoverability of Computing Systems, Ph.D. Thesis in
University of California, Irvine, 1974.

Olszak J., Radom M., Formanowicz P.: Some aspects of modeling and analysis of
complex biological systems using time Petri nets, Bulletin of the Polish Academy
of Sciences. Technical Sciences, 2018, vol. 66(1), p. 67-78.

Popova-Zeugmann, L.: Time Petri nets state space reduction using dynamic pro-
gramming, Control and Cybernetics, 2006, vol. 35(3), p721-748.

Popova-Zeugmann L.: Time and Petri Nets, Springer, Berlin, 2013.

Radom M., Rybarczyk A., Szawulak B., et al.: Holmes: a graphical tool for deve-
lopment, simulation and analysis of Petri net based models of complex biological
systems, Bioinformatics, 2017, https://doi.org/10.1093/bioinformatics/btx492

Radom M., Formanowicz P.: Algorithmic aspects of extended time Petri nets, w:
Andrzej Swierniak, Jolanta Krystek, Automatyzacja Procesow Dyskretnych, Wy-
dawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice,2022, tom. 2, p. 91-102.

Radom M., Formanowicz P.: Extended time Petri nets, 2024, submitted for publi-
cation.

Radom M., Formanowicz P.: Algorithms for places and transitions time analysis
in extended time Petri nets, 2024, submitted for publication.

Ramchandani C.: Analysis of asynchronous concurrent systems by timed Petri
nets. PhD Thesis., Massachusetts Institute of Technology, 1974.



