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HYBRYDOWE ALGORYTMY KWANTOWE ROZWIAZYWANIA PROBLE-
MOW OPTYMALIZACJI DYSKRETNE]J

Streszczenie. W pracy przedstawiamy dwa hybrydowe algorytmy kwantowe, Qu-
antum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) oraz Variational Quantum
Eigensolver (VQE), do rozwiazywania przeplywowego problemu szeregowania
zadan (Flow Shop Scheduling Problem, FSSP) z kryterium C\,,,. Obliczenia
sa wykonywane z wykorzystaniem pakietu Qiskit.

HYBRID QUANTUM ALGORITHMS FOR SOLVING DISCRETE OPTIMIZA -
TION PROBLEMS

Summary. In this paper, we present two hybrid quantum algorithms, Quantum
Approximate Optimization Algorithm (QAOA) and Variational Quantum Eigen-
solver (VQE), for solving the flow shop scheduling problem (Flow Shop Schedu-
ling Problem, FSSP). with the C\,, criterion. Calculations are performed using
the Qiskit package.

1. Wprowadzenie

Pakiet Optymalizacji Qiskit [25] zaprojektowany przez IBM Research jest frame-
workiem stworzonym do definiowania i wdrazania rozwigzan dla probleméw optyma-
lizacji. Ujednolicone API (ang. Application Programming Interface) umozliwia imple-
mentacj¢ 1 uruchomienie algorytméw kwantowych, w szczegdlnoSci Quantum Appro-
ximate Optimization Algorithm (QAOA) oraz Variational Quantum Eigensolver (VQE).
Dodatkowo, czgscig pakietu sa klasyczne algorytmy optymalizacji (opisane w [26]) sto-
sowane w testowaniu 1 walidacji wynikéw algorytméw kwantowych. Ponizej przedsta-
wiamy krétko oba algorytmy kwantowe.

1.1. Variational Quantum Eigensolver (VQE)

VQE jest hybrydowym algorytmem szacujacym minimalng wartoS¢ energetycz-
na opisang Hamiltonianem (wyrazajacym energi¢ uktadu kwantowego). Metoda zosta-
fa zaproponowana przez Peruzzo et al., ze szczegdlnym wskazaniem na zastosowanie
w fotonicznych procesorach kwantowym [12] (z kubitami reprezentowanymi jako sta-
ny kwantowe fotonéw). Kandala i in. wykorzystali VQE zaimplementowane na kubi-
tach nadprzewodnikowych [7] w optymalizacji w kontekscie rozwiazywania problemu
kwantowego magnetyzmu. Inne zastosowania mozna znalez¢ w pracach [9, 11, 28]. Pod-
stawowa koncepcja algorytmu to minimalizacja (1)(6)|H |1(6)), kt6ra obejmuje Hamil-
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tonian H poprzez znalezienie suboptymalnego g [9]. Algorytm iteracyjnie aktualizu-
je parametry 0 na komputerze klasycznym 1 dokonuje pomiaru obwodu na urzadzeniu
kwantowym (lub symulatorze). W praktyce, obecnie VQE moze by¢ wykonany na urza-
dzeniach klasy NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum, [13, 1]).

Kluczowa czgscia VQE jest Ansatz, ktéry jest parametryzowanym obwodem
kwantowym (obwodem kwantowym z programowalnie regulowanymi parametrami).
W kolejnych rozdziatach oméwimy rézne przyktady Ansatzow zaimplementowanych
w pakiecie Qiskit oraz odpowiadajace im struktury, ktére mozemy wykorzysta¢ do opty-
malizacji.

1.2. Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)

Podobnie jak VQE, QAOA [4] jest algorytmem hybrydowym, ktéry moze by¢
uzywany do rozwigzywania NP-trudnych probleméw kombinatorycznych (jest swego
rodzaju heurystyka). Algorytm zostal zaproponowany przez Farhi, Goldstone’a i Gut-
manna jako metoda znajdowania rozwigzan przyblizonych za pomoca komputeréw
kwantowych [4]. Zasady adiabatycznych obliczain kwantowych zostaty opisane w [5]
1 sa réwniez zwigzane z QAOA.

QAOA mozna sformutowa jako metode, ktéra znajduje rozwigzanie bliskie
optymalnemu dla zadanego Hamiltonianu He, uzywajac obwodu kwantowego z p po-
wtérzeniami pod-obwodu Uq(7y) oraz pod-obwodu Up(/3) [8]. Mozna to matematycznie
opisac jako:

p
7, A) = (H UB(ﬁkWG(%)) )", (1)
k=1

jest symetryczng superpozycja wszystkich 2" obliczeniowych stanéw bazowych (n jest
liczba kubitéw), a v = {v1,72, ..., %} 108 = {f1, P2, ..., 5y} sa parametrami waria-
cyjnymi, ktére sg aktualizowane w kazdej iteracji, Up(8) = e B, Ug(y) = e~"He,
B =32; X, a X; opisuje operator X Pauliego dziatajacy na kubicie j, 1 < j < n. Algo-
rytm QAOA wymaga specyficznego Ansatzu opartego na Hamiltonianie rozwazanego
problemu.

1.3. Problem przeplywowy

Problem przeptywowy wykonywania zadahh nalezy do najtrudniejszych (NP-
trudnych) i najczesciej badanych probleméw optymalizacji dyskretnej. W problemie
tym dany jest zbiér maszyn 1 zbiér zadan. Kazde zadanie nalezy wykona¢ na kazde;j
maszynie w ustalonym czasie. Kolejno$¢ maszyn jest identyczna dla kazdego zadania.
Zaktadamy ponadto, ze zadania moga by¢ wykonywane na kazdej maszynie w dowolne;j
kolejnosci (rozwazamy tzw. niepermutacyjny problem przeplywowy). Nalezy wyzna-
czy¢ kolejnosci wykonywania zadan na maszynach minimalizujace catkowity czas ich
wykonania, tj. kryterium Cy,,,. Znacznie czg¢sciej w literaturze jest rozwazany permuta-
cyjny problem przeptywowy, w ktérym kolejno$¢ wykonywania zadan na kazdej maszy-
nie jest taka sama. Opublikowano wiele r6znych algorytméw rozwigzywania tego pro-
blemu (m.in. [6, 10]). Najbardziej efektywne sa metaheurystyki typu popraw, oparte na
r6znych metodach przeszukiwania otoczen. Praca stanowi kontynuacja badan nad kon-
strukcja kwantowych algorytméw optymalizacji dla probleméw NP-trudnych ([2, 3]).
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Rys. 1. Ansatz EfficientSU2 dla 9 kubitow z 72 parametrami.

2. Struktura Ansatzéow VQE oraz QAOA

Uruchamianie algorytméw QAOA i VQE w pakiecie Qiskit jest podobne [27, 28].
Jednak w przeciwienstwie do VQE, ktéry moze by¢ skonfigurowany za pomoca An-
satzOw TwoLocal, NLocal lub EfficientSU2, QAOA wymaga Ansatzu o specyficznej
strukturze, opierajacej si¢ na Hamiltonianie, ktory jest optymalizowany (Hamiltonian
powinien by¢ przekazany jako parametr podczas tworzenia Ansatzu [24, 22]). Dodat-
kowo, bariery [14] stuza do logiczniego podziatu obwodu kwantowego w taki sposob,
by wszelkie optymalizacje byly wykonywane tylko w granicach tych barier. Na rysun-
kach 2-3 przedstawiono przyktadowe Ansatze wykonane przy uzyciu narzedzi z pakietu
Qiskit.

2.1. Ansatz EfficientSU2

Struktura obwodu kwantowego EfficientSU2 [16] ma seri¢ warstw, z ktérych kaz-
da zawiera 1-kubitowa rotacyjng bramke¢ kwantowa: Pauli Y, Pauli Z, oraz wykorzystu-
jace splatanie z innymi kubitami za pomoca bramki CX. Na rysunku 1 przedstawiono
przyktadowy Ansatz wykonany przy uzyciu narzedzi z pakietu Qiskit dla 9 kubitéw z 72
parametrami.

2.2. Ansatzy TwoLocal oraz NLocal.

Ansatz 2-local [23] jest obwodem kwantowym (z parametrami, ktére aktualizu-
jemy za pomoca klasycznej maszyny), charakteryzujacym si¢ kombinacja 1-kubitowych
rotacyjnych bramek kwantowych oraz bramek kwantowych wykorzystujacych splatanie
2 kubitoéw. Ansatz n-local [21] sktada si¢ réwniez z warstw bramek kwantowych rotacyj-
nych i splatania, jednak n-local pozwala na wigksza elastycznos¢ pod wzgledem sposobu
splatania kubitéw (ta warstwa opiera si¢ na niestandardowym schemacie splatania, kto-
ry mozemy zdefiniowac programowo). Kombinacja warstw moze by¢ powtarzana wiele
razy, ustalony przez parametr powtorzenia.
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Rys. 3. Ansatz n-local z barierami dla 4 kubitéw, liczba powtérzen rowna 2, niestandar-
dowy schemat splatania [(0, 1, 2), (1, 2, 3)].

3. Struktura algorytmoéw

Proces algorytmiczny rozwigzywania zadanego problemu rozpoczyna si¢ od zde-
finiowania jego binarnej wersji kwadratowej (quadratic unconstrained binary program-
ming, QUBO), ktéry nastgpnie jest konwertowany do modelu Isinga (ze zmiennymi +1,
[27, 28]). Model ten jest nastepnie mapowany na Hamiltonian, ktory reprezentuje catko-
witg energi¢ uktadu kwantowego. Nastgpnie konstruowany jest odpowiedni Ansatz [24].
Zar6wno Ansatz, jak i Hamiltonian sg transformowane tak, aby byly kompatybilne z do-
celowym sprzgtem kwantowym poprzez transpiling (adaptacja obwodéw kwantowych
do architektury docelowej maszyny kwantowej). Ostatecznie uruchamiany jest hybry-
dowy algorytm VQE lub QAOA; iteracyjnie mierzony jest obwod kwantowy na kompu-
terze kwantowym lub symulatorze, oraz aktualizowane sa parametry (rys.4).

4. Studium przypadku

Rozwazmy nastgpujacy przyktad niepermutacyjnego problemu przeptywowego.
Czasy wykonywania zadan zostaty zaczerpnigte z instancji Taillarda [17, 18], dla pierw-
szych 2 zadan na pierwszych 2 maszynach z przyktadu ta001 rozmiaru 20 zadan i 5 ma-
szyn.

Dla rozwazanego problemu definiujemy Model Kwadratowy (Quadratic Model,
QM), w celu wizualizacji obwodéw kwantowych 1 opisu Hamiltonianu. Model QM zo-
stal zdefiniowany tak, by minimalizowac catkowity czasu zakoficzenia wykonywania
zadan Cl,.x. W celu umozliwienia uruchomienia QM na komputerze kwantowym lub
w symulatorze Qiskit, wykorzystano implementacj¢ konwertera do modelu Isinga [15]
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Definiowanie problemu kwadratowego

v

Konwertowanie do modelu Ising

!’

Wyznaczenie Hamiltonianu

v
Wybor Ansatzu

v

Przeksztalcenie Ansatzu do architektury docelowej maszyny kwantowe;j

!’

Dostosowanie Hamiltonianu do uktadu kubitow w Ansatzie

v

Pomiar obwodu kwantowego

v

Ocena funkcji kosztu

!’

Zaktualizowanie parametréw

v

Post-processing

Rys. 4. Schemat algorytmiczny procedury optymalizacji hybrydowej na podstawie ana-
lizy dokumentacji Qiskit

Tabela 1
Dane wejSciowe z przyktadu ta001 instancji Taillarda dla rozmiaru 20 zadan i 5 maszyn

machines
1123|415
54179116 | 66 | 58
831 3 | 89|58 |56
151114931120
71199 | 15|68 |85
77156 | 89|78 |53

jobs

Uik W[ N |-

pakietu Qiskit [19] oraz konwertera QuadraticProgramToQubo [20] by przetransformo-
wa¢ QM na QUBO. W efekcie uzyskany zostat Hamiltonian, ktéry wymagat maszyny
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wyposazonej w minimum 70 kubitow (dla przyktadu o rozmiarze 2 zadania, 2 maszyny)
1 jest opisany przez strukturg danych stuzaca do reprezentacji operatoréw Pauliego (po-
nizej przedstawiamy tylko pierwsze 20 wierszy macierzy bedacych parametrami funkcji
SparsePauliOp):
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4.46595 x 10* + 0.5

8.93190 x 10* + 0.5

1.78638 x 10° + 0.5

3.57276 x 10° + 0.5

7.14552 x 10° 4 0.5

1.42910 x 10 4+ 0.5

2.85820 x 10% 4 0.5

4.10867 x 10% + 0.5
—2.37600 x 10* +0.j
—4.75200 x 10* 4+ 0.5
—9.50400 x 10* + 0.5
—1.90080 x 10° 4 0.5
—3.80160 x 10° + 0.5
—7.60320 x 10° + 0.5
—1.52064 x 10% 4 0.5
—8.31600 x 10° + 0.5
2.37600 x 10* + 0.5

4.75200 x 10* + 0.5

9.50400 x 10* + 0.5

1.90080 x 10° + 0.5

Liczba kubitéw potrzebnych do zakodowania Hamiltonianu zalezy od sposobu
konwersji z modelu kwadratowego do QUBO, rozmiaru modelu, implementacji ogra-
niczen oraz zakresu wartosci czasow wykonywania zadan (im wigksze wartosci, tym
wiecej zmiennych binarnych jest potrzebnych dla QUBO). Po wyznaczeniu Hamiltonia-
nu mozna utworzy¢ Ansatz, uzywajac TwolLocal z 70 kubitami (liczba kubitéw w An-
satzu powinna by¢ réwna liczbie kubitéw obliczonych dla Hamiltonianu). Otrzymany
Ansatz dla rozwazanego przyktadu 2 x 2 zawiera 210 parametréw. Nie zawsze moze-
my bezposSrednio zmierzyC taki obwdd kwantowy na komputerze kwantowym, chyba
ze wszystkie polaczenia i bramki migdzy kubitami istnieja fizycznie na docelowej plat-
formie kwantowej. Aby dostosowac si¢ do architektury docelowej (dowolnej) maszy-
ny, musimy transpile’owac¢ Ansatz. Ostateczny obwdd bgdzie zawierat liczbe kubitow
docelowej maszyny kwantowej, nawet jesli nie wykorzystamy wszystkich. Bedzie on
zawieral tg¢ samg liczbg parametréw co przed transpile’owaniem, tj. 210. Po przeksztatl-
ceniu Ansatzu oraz dostosowaniu Hamiltonianu do uktadu kubitéw, mozemy uruchomic
algorytm VQE.

W Tabeli 2 zamieszczono liczbe parametrow optymalizacji dla podstawie przy-
ktadéw opartych na danych zaczerpnietych z ta001 dla rozmiaréw: 2 x 2, 3 x 3, 4 X 4,
5 x5, 6 x5 oraz 7x 5. Przedstawiono liczbe parametrow dla TwoLocal oraz EfficientSU2
ansatzow oraz liczbg kubitow potrzebnych dla implementacji, w zaleznosci od rozmia-
ru modelu wejSciowego. Mozna zauwazy¢, ze Ansatz EfficientSU2 wymaga wigksze]
liczby bramek i parametréw do optymalizacji w poréwnaniu z TwoLocal, szczegdlnie
przy wigkszych rozmiarach danych. Pod wzgledem liczby bramek, w Ansatzie TwolLo-
cal liczba parametréw 6 bramek RY wzrasta liniowo, a catkowita liczba parametrow jest
rOwna liczbie parametrow bramek RY (bramki CX nie maja paramtréw). W Ansatzie
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Tabela 2

Liczba bramek kwantowych oraz parametréw dla r6znych Ansatzéw i dla réznych
rozmiaréw modelu wejsciowego

) . . TwoLocal EfficientSU?2
Rozmiar Modelu | Zadania | Maszyny | Kubity RY X RY R7 X

2 %2 2 2 70 210 | 138 | 280 | 280 | 207
3x3 3 3 180 540 | 358 | 720 | 720 | 537
4 x4 4 4 400 1200 | 798 | 1600 | 1600 | 1197
5x5 5 5 741 2223 | 1480 | 2964 | 2964 | 2220
6 x5 6 5 1022 | 3066 | 2042 | 4088 | 4088 | 3063
7 x5 7 5 1474 | 4422 | 2946 | 5896 | 5896 | 4419

EfficientSU2 liczba bramek RZ jest rowna liczbie bramek RY. Catkowita liczba parame-
trow do optymalizacji stanowi sum¢ bramek RY i1 RZ. Liczba kubitéw potrzebnych do
znalezienia rozwigzania zalezy nie tylko od rozmiaru modelu, ale takze od implementa-

cji ograniczen modelu kwadratowego.

5. Podsumowanie

W artykule oméwiono zastosowanie algorytmow optymalizacji kwantowe]
w rozwiazywaniu NP-trudnego problemu optymalizacji dyskrenej. Skupiono si¢ na
dwoéch specyficznych hybrydowych algorytmach kwantowych: QAOA 1 VQE. Doko-
nano przegladu 1 wizualizacji r6znych struktur Ansatzow dla VQE, w tym TwoLocal,
NLocal i1 EfficientSU2. Opisano kolejne kroki ktére nalezy wykona¢ aby uruchomic
algorytmy VQE 1 QAOA na platformie kwantowej. Do artykutu dotaczono réwniez stu-
dium przypadku opisujace proces uzyskiwania Hamiltonianu dla modelu kwadratowego
1 tworzenia Ansatzu. Omowiono proces transpile’owania Ansatzu w celu zapewnienia
zgodnosci z architektura docelowego komputera kwantowego. W kolejnej fazie badan
chcielibySmy skupi€ si¢ na réznych strukturach Ansatzéw pod katem ich wydajnosci.
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