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EFEKTYWNOSC MODELI PROGRAMOWANIA LINIOWEGO DLA PRO-
BLEMU MINIMALIZACJI CALKOWITEGO WAZONEGO SPOZNIENIA NA
JEDNEJ MASZYNIE

Streszczenie. Tematem pracy jest ocena efektywnosci modeli programowania li-
niowego dla jednomaszynowego problemu szeregowania zadan z mimimalizacja
wazonej sumy spoZnien. Badania efektywnoSci modeli zostaty przeprowadzone
w Srodowisku obliczen réwnolegltych z wykorzystaniem solvera Gurobi.

EFFICIENCY OF LINEAR PROGRAMMING MODELS FOR MINIMIZATION
OF THE TOTAL WEIGHTED TARDINESS ON A SINGLE MACHINE

Summary. The subject of the work is efficiency evaluation of linear program-
ming models for single-machine total weighted tardiness scheduling problem.
The evaluation on the effectiveness of the models were carried out in a parallel
computing environment using the Gurobi solver.

1. Wprowadzenie

W pracy jest rozpatrywany problem szeregowania zadan niepodzielnych i nie-
zaleznych wykonywanych na jednej maszynie. Z kazdym zadaniem jest zwiazany czas
wykonania, zadany termin zakoniczenia oraz wspdiczynnik kary za spéZnienie wyko-
nywania zadania. Nalezy wyznaczy¢ kolejnos¢ zadan, ktéra minimalizuje sum¢ kar. W
literaturze jest on oznaczany przez 1|| 3> w;T; i nalezy do klasy probleméw NP-trudnych.

Problemy jednomaszynowe sa powszechnie uwazane za najprostsze zagadnienia
teorii szeregowania zadan pomimo, ze zdecydowana wigkszo$¢ z nich nalezy do klasy
probleméw NP-trudnych. W praktycznych zastosowaniach umozliwiaja one modelo-
wanie i1 analiz¢ pojedynczych stanowisk roboczych w ztozonych systemach produkcyj-
nych. Prostota sformutowania, nieskomplikowanie modeli oraz fatwosS¢ implementacji
algorytméw powoduja, ze problemy te naleza do najcz¢Sciej badanych i analizowanych.
Uzyskane wyniki sg inspiracja do rozwoju nowych podejs¢ i algorytmow rozwiazywania
znacznie trudniejszych - wielomaszynowych probleméw szeregowania zadan.

Rozpatrywany w pracy problem, pomimo prostoty sformutowania, jest od prawie
piecdziesigciu lat obiektem intensywnych badani. Sformutowano wiele jego wlasnosci
(np. wlasnoSci eliminacyjne blokéw, Wodecki [7]), ktére zastosowano zarowno w kon-
strukcjach algorytméw doktadnych, jak i przyblizonych. Z kolei w pracy Congrama i in.
[6] przedstawiono bardzo ciekawe otoczenie generowane przez zlozenia niezaleznych
ruchéw typu zamien (ang. dynasearch swap). Pomino, ze otoczenie to ma wykladni-
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cza liczbg elementow, to jest przeszukiwane (wyznaczany element minimalny) w czasie
wielomianowym. Zostato ono z powodzeniem zastosowane w wielu algorytmach meta-
heurystycznych.

Obecnie do rozwiazywania wielu probleméw optymalizacji dyskretnej jest po-
wszechnie stosowany solver Gurobi. Problemy te, jako zadania optymalizacyjne, mozna
formutowaé na wiele sposobéw. W pracy badamy zalezno$¢ pomigdzy réznymi sfor-
mutowaniami problemu 1|| > w;7T;, jako zadania optymalizacyjnego, na jakos¢ (btad
wzgledny) wyznaczanych przez Gurobi rozwiagzan, w Srodowisku obliczen réwnole-
glych.

2. Problem szeregowania zadan na jednej maszynie

Jednomaszynowy problem szeregowania zadarn na jednej maszynie z wazong su-
ma spéznien 1|| 3 w;T; mozna sformutowac nastgpujaco. Niech 7 = {1,2,...,n} be-
dzie zbiorem zadan, ktére nalezy wykonac bez przerywania na maszynie. Dla kazdego
zadania i € J wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

e p;, — czas wykonania,
e d; — zadany najpdZniejszy termin zakornczenia,
e w; — wspotczynnik funkcji kary za zbyt p6Zzne wykonanie (spdZnienie).

Niech 7 = (7(1),7(2),...,n(n)) bedzie permutacja elementéw z J (kolejnoscia wy-
konywania zadan), a @ zbiorem wszystkich takich permutacji. Wtedy

Cri) = leﬂ(j), (1)
J=

jest momentem zakonczenia zadania 7(i) € J. Jezeli Cr(iy < dr;), to zadanie jest ter-
minowe (wykonane na czas), a w przeciwnym wypadku spozZnione. Op6znienie zadania:

Ty = max{0, Cr) — driy }- (2)

Koszt wykonania wszystkich zadan:
F(r) = wa(i)Tm)- (3)

Rozwiazanie problemu jednomaszynowego z wazona sumag spdZnien polega na
znalezieniu takiej permutacji 7 € ®, dla ktérej sumaryczny koszt wykonania wszyst-
kich zadan jest najmniejszy

F(r*) =min{F(r) : m € &}. (4)
W dalszej czgsci pracy przedstawiamy dwa modele binarno-catkowitoliczbowe rozpa-
trywanego problemu szeregowania jako zadania programowania matematycznego.

2.1. Model pierwszy M1

Rozpatrywany w pracy problem przedstawiamy w postaci zadania mieszanego ze
zmiennymi binarnymi oraz calkowitoliczbowymi.
Problem 1|| > w;T;, model M1.
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Wyznaczy¢:
min Z Z w;xi; T; (5)

ze{0,1}"* ;21 j=1

przy ograniczeniach:

k n n
T =Y > pjxiy — > wgidy, k=1,2,...,n, (6)
i=1j=1 j=1
Zl’ijzl, j:172,...,7’L, (8)
=1
ZlEij:l, 1:1,2,...,71, (9)
j=
IijE{O,l}, 1,7 =1,2,...,n, (10)
T,eZ, i=1,2,...n, (11)

gdzie w;; jest zmianng binarng réwna 1, jesli na pozycji ¢ jest zadania j, a 0 w przeciw-
nym wypadku. Spéznienie k-tego zadania — definicja (2). W ograniczeniu (6) pierw-
sza suma jest momentem zakonczenia k-tego zadania, a druga wyznacza jego naj-
pOZniejszy termin zakonczenia di. Oba ograniczenia (6) i (7) sa r6wnowazne T} >
max{0, Cy — d}, co przy minimalizacji funkcji celu prowadzi docelowo do réwnosci
T = max{0, Cy — di}, tozsamej z definicja spdznienia. Liczba zmiennych binarnych
w przedstawionym modelu problemu wynosi 12,

2.2. Model drugi M2

Problem 1|| 3> w;T;, model M2.
Zminimalizowac:

przy ograniczeniach:
T,—S;>2pj—d; j=1,...,n,

T,>0 j=1,....n
SizSj+pi— K-z j<i, j,k=1,...,n
S;>Si+pi—K-(1—wz;) j<i,jk=1,....n
vy €{0,1}, i,j=1,2,....n
S;i=2Sy j=12,...,n

T,,S;€Z, j=1,2,...n, (19)

gdzie S; i T; sa zmiennymi catkowitoliczbowymi, a z; ; jest zmienng binarna réwna 1
jezeli zadanie ¢ poprzedza zadanie 7, a 0 w przeciwnym wypadku. Przez K oznaczamy
duza liczbe catkowita. Ograniczenia 15 i 16 realizuja nienaktadanie si¢ zadan. Liczba
zmiennych binarnych wynosi n?, a zmiennych catkowitych 2n.
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3. Metoda rozwiazania

Przedstawione modele matematyczne problemu zostaty zaimplementowane w je-
zyku programowania Python zgodnie z API programistycznym dedykownaym dla Gu-
robi [3], a nastgpnie rozwiazane przy uzyciu solvera Gurobi [1] w wersji 11.0.1. Gurobi
to zaawansowany solver optymalizacyjny dla programowania matematycznego, ceniony
za swoja efektywnoS¢ i wszechstronno$¢. Dzigki zoptymalizowanym algorytmom, po-
trafi w krétkim czasie rozwiazywac szeroki zakres probleméw optymalizacyjnych, od
programowania liniowego po kwadratowe. Gurobi umozliwia sformutowanie rozwiazy-
wanych probleméw w postaci [2]:

e programowania liniowego (LP — ang. Linear Programming),

e mieszanego programowania liniowego (MILP — ang. Mixed-Integer Linear Pro-
gramming),

e programowania kwadratowego (QP — ang. Quadratic Programming),

e mieszanego programowania kwadratowego (MIQP — ang. Mixed-Integer Quadra-
tic Programming),

e programowania z ograniczeniami kwadratowymi (QCP — ang. Quadratic Constra-
ined Programming),

e mieszanego programowania z ograniczeniami kwadratowymi (MIQCP - ang.
Mixed-Integer Quadratic Constrained Programming).

Gurobi ma szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach gospodarki, migdzy innymi
w: logistyce, finansach, systemach sterowania produkcja i analizie danych umozliwiajac
optymalizacje procesOw a w konsekwencji, obnizke kosztow funkcjonowania.

4. Eksperymenty obliczeniowe

Eksperymenty obliczeniowe wykonano na wielu przyktadach o r6znej trudnosci
ich rozwiazania. Instancje testowe o rozmiarach n = 40, 50, 100 zostaty pobrane z pliku
zamieszczonego na stronie [4]. Natomiast, pozostate instancje o rozmiarach n = 200 zo-
staly wygenerowane losowo, zgodnie z rozkladem jednostajnym, z nastepujacych prze-
dziatow:

e p;: przedziat catkowitoliczbowy [1, 100],
e w;: przedziat catkowitoliczbowy [1, 10],
e d;: przedziat [P(1 — Tr — Rpp/2), P(1 — Tr + Rpp/2)],

gdzie P = Y_7_, p;, aponadto Rpp = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.0 (wzgledny zakres zadanych
terminéw zakonczenia) oraz Tr = 0.2,0.4,0.6,0.8, 1.0 (Sredni wspoétczynnik spdZnie-
nia). Dla kazdej z 25 par warto$ci Rpp i Tr wygenerowanych zostato pig¢ instancji
testowych. W sumie wigc wygenerowanych zostato 125 instancji problemu o rozmiarze
n = 200. Za wartoSci referencyjne dla przyktadéw o rozmiarze n = 200 przyjeto war-
toSci rozwigzan wyznaczonych przez algorytm konstrukcyjny AU — Apparent Urgency
(Potts [5]). Jako$¢ wyznaczonych rozwigzan byla oceniana na podstawie wartosci pro-
centowego bledu wzglednego (ang. Percentage Relative Deviation, PRD).
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Eksperymenty obliczeniowe zostaly przeprowadzone na serwerze wyposazonym
w 64 GB pamigci RAM oraz dwa procesory Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2670 v3. Obli-
czenia zostalty wykonane dla r6znej liczby procesoréw p = 1, 2,4, 8, 16. Dla przyktadow
z liczba zadan n = 40, 50, 100 ustalono czas obliczen ¢ = 1800s. Natomiast, dla naj-
wigkszych przyktadow n = 200 czas ten zwigkszono do ¢ = 3600s. Zwigkszenie czasu
obliczen byto konieczne, bowiem przy ograniczeniu czasu obliczen do ¢ = 1800s, dla
zadnego przykladu, nie otrzymano rozwigzania dopuszczalnego. Pomimo tego zabiegu,
dla modelu M2, nie otrzymano rozwiazan dopuszczalnych dla 30 ze 125 instancji.

Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw obliczeniowych zostaly przedsatwio-
ne w tabeli 1. Tabela zawiera Srednie wartoSci btgdu wzglednego PRD, dla ré6znych roz-
miaréw instancji n = 40, 50, 100, 200 oraz réznej liczby procesorow p = 1,2, 4,8, 16.
Generalnie, dla wszystkich rozmiaréw (z wyjatkiem n = 200) wraz ze wzrostem liczby
procesoréw maleje wartoS¢ btedu PRD (rozwiazania sa blizsze optymalnym). W przy-
padku mniejszych rozmiaréw danych n = 40, 50, 100, na podstawie uzyskanych wy-
nikéw, nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢nie, ktéry z modeli umozliwia otszymanie
lepszych rozwiazan. Jednak, dla najwigkszych przyktadow n = 200, korzystajac z mo-
delu M2, nie otrzymano rozwiazan dopuszczalnych. Reasumukac, biorac pod uwage
zaréwno jako$¢ wyznaczanych rozwiazan jak i liczb¢ zmiennych, efektywniejszy jest
model M1 rozpatrywanego w pracy jednomaszynowego problemu szeregowania zadan.

Tabela 1
Wartosci PRD dla r6znej liczby procesoréw dla modelu M1 1 M2

\n 40 50 100 200
P Ml M2 M1 M2 M1 M2 Ml | M2

1 10,0162 | 0,0237 | 0,0354 | 0,3693 | 0,2803 | 0,1331 | 0,3779 | -
2 10,0129 | 0,0176 | 0,0359 | 0,0198 | 0,2628 | 0,1042 | 0,8122 | -
4 10,0067 | 0,0105 | 0,0192 | 0,0177 | 0,1895 | 0,0811 | 0,7422 | -

8 10,0051 | 0,0093 | 0,0174 | 0,0137 | 0,1878 | 0,0738 | 0,3553 | -
16 | 0,0035 | 0,0058 | 0,0167 | 0,0158 | 0,1591 | 0,0895 | 0,4831 | -

5. Whnioski i uwagi

W pracy przedstawiono dwa modele matematyczne dla jednomaszynowego pro-
blemu szeregowania zadan z wazona suma spdznien. Rozpatrywane modele zostaly za-
programowane oraz rozwiazane z uzyciem solvera Gurobi w Srodowisku obliczen row-
nolegtych. Uzyskane wyniki wskazuja na niewielka przewage (dla mniejszych przy-
ktadéw danych) modelu M2 nad M1 w kontekscie jakosci uzyskiwanych rozwiazan w
Srodowisku obliczen rownolegtych. Natomiast, model M1 pozwala na rozwigzywanie
probleméw o znacznie wigkszych rozmiarach.
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