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DEKOMPOZYCJA SIECI JAKO PODSTAWA DO POROWNYWANIA SIECI
PETRIEGO*

Streszczenie. W niniejszej pracy zaprezentowany zostal algorytm poréwnywania
sieci Petriego. Metoda opiera si¢ na dekompozycji grafu na podgrafy odpowia-
dajace minimalnym podprocesom o samodzielnym znaczeniu i pordwnaniu ich
struktur z podsieciami uzyskanymi z dekompozycji drugiej sieci. Algorytm bazuje
wylacznie na informacjach zakodowanych w strukturze grafu bez uwzglgdniania
dodatkowych informacji o systemach, ktérych porownywane sieci sa modelami.

NET DECOMPOSITION AS A BASE FOR PETRI NET COMPARISON

Summary. In this article a new algorithm for Petri net comparison was presented.
Main idea is to decompose graph to subgraphs that representminimal meaningful
subproceses and comparing with subproceses from other net. Algorithm bases only
on information coded in graph structure without regard to additional information
about systems whose compared networks are models.

1. Wstep

Wspétczesnie modele grafowe sa coraz czgsciej uzywane w biologii oraz chemii
do opisywania ztozonych proceséw i reakcji. Jednak wraz ze wzrostem skomplikowania
grafow gwaltownie rosnie czas potrzebny do jego analizy. Jest to zwtaszcza widoczne
podczas okreSlania poziomu podobienstwa pomigdzy dwoma grafami.

Wsréd metod stuzacych do modelowania 1 analizy zlozonych systeméw biolo-
gicznych na szczegdlng uwage zastuguja te oparte na sieciach Petriego. Nie sa one gra-
fami, jednak ich struktura stanowi skierowany wazony graf dwudzielny. Niestety, bez-
posrednie zastosowanie znanych metod porownywania graféw do poréwnywania sieci
Petriego nie daje zadowalajacych wynikow.

Do niedawna znana byta tylko jedna metoda poréwnywania sieci Petriego [1].
Metoda ta bazuje na konwersji sieci metabolicznych do sieci Petriego, a nastgpnie po-
rOwnywaniu niezmiennikéw nalezacych do kazdej z sieci.

W niniejszym artykule zaprezentowany zostat nowy algorytm poréwnywania sie-
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ci Petriego. W odr6znieniu od wspomnianej wczesniej metody, jest on oparty na podzia-
le poréwnywanych sieci na roztaczne fragmenty oraz na poréwnaniu ich struktur.

2. Sieci Petriego

Wprowadzenie do algorytmu zaczniemy od przedstawienia matematyczne]
definicji sieci Petriego.

Definicja 1
Sie¢ Petriego jest 5-elementowq krotkg N = {P, T, F, W, mg}:

o P={p1,po,....on} i T = {t1,ta,....tm} sa skoriczonymi, roztqcznymi zbiorami
miejsc i tranzycji,

o 'C (P xT)U(T x P) jest skoriczonym zbiorem tukow,
o W:F —{1,2,3,..} jest funkcjq wag dla kazdego tuku,

e my: P —{0,1,2,3,...} jest funkcja przypisujaca poczatkowq liczbe tokenow dla
kazdego miejsca [5].

Sieci Petriego maja struktur¢ dwudzielnego, skierowanego grafu wazonego.
Dwudzielny graf to graf ktérego wierzchotki moga zosta¢ podzielone na dwa roztaczne
zbiory. Elementy z jednego zbioru moga by¢ potaczone tukiem tylko z elementami z
innego zbioru. Sieci Petriego posiadaja dwa rodzaje wierzchotkow: tranzycje 7' 1 miej-
sca P, ktére moga by¢ potaczone za pomoca tukéw. Miejsca nalezace do zbioru P,
graficznie przedstawiane jako okrag, przechowuja tokeny. Tranzycje ze zbioru T, repre-
zentowane przez kwadrat, sa odpowiedzialne za przeptyw tokenéw wewnatrz sieci. Dla
kazdej tranzycji mozemy wyznaczyC zbidr miejsc wejSciowych 1 zbiér miejsc wyjscio-
wych.

- *1 - zbidér miejsc wejsciowych dla tranzycji t,

- t* - zbi6r miejsc wyjSciowych dla tranzycji ¢.

Z perspektywy miejsc mozna wyznaczy¢ zbiory tranzycji wejSciowych i tranzycji
wyjsSciowych:

- *p - zbidr tranzycji wejSciowych dla miejsca p,

- p® - zbidr tranzycji wyjSciowych dla miejsca p.

O tranzycji ¢ méwimy ze jest aktywna, jezeli dla kazdego miejsca p ze zbioru
*t, liczba tokenéw znajdujacych si¢ w nim jest réwna badZ wigksza niz w(p, t), gdzie
w(p, t) jest waga tuku (p, t).

Aktywna tranzycja moze ale nie musi zosta¢ uruchomiona. Uruchomiona tran-
zycja pobiera z kazdego ze swoich miejsc wejsciowych liczbe tokenéw réwna wadze
tuku, ktéry faczy ja z tym miejscem. Jednoczesnie generuje tokeny dla kazdego z miejsc
wyjsciowych w liczbie okreSlonej przez wage tuku taczacego te wierzcholki. Proces
uruchamiana tranzycji jest automatyczny i niepodzielny [5, 6, 4, 3].

Sie¢ Petriego mozna reprezentowac za pomoca macierzy incydencji. Macierz ta
dla grafu skierowanego zawiera informacje o liczbie i zwrocie tukéw wystepujacych
pomigdzy dwoma wierzchotkami. Dla sieci Petriego /V, gdzie liczba tranzycji jest rOwna
m a miejsc n, macierz incydencji C' = (c¢;;), jest macierza n x m liczb catkowitych:
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Cij = ¢ — ¢ (1)

gdzie ¢;; = w(ps, t;) i ¢i; = w(ty, pi) [5, 6, 3]

W zaproponowanej w niniejszej pracy metodzie poroOwnywania sieci Petriego
istotng role odgrywaja t-inwarianty i ich wsparcia [6, 3] oraz abiory ADT [4].

Definicja 2
t-inwariant jest wektorem x dla ktérego spetniony jest warunek:

C-z=0 (2)
Zbi6r minimalnych inwariantéw X to zbidr inwariantow spelniajacych ponizszy waru-
nek:
Veexsupp(z) C supp(z), (3)
gdzie z jest innym dowolnym inwariantem ze zbioru wszystkich inwariantow, natomiast
supp(x) = {t; : ; > 0} jest wsparciem t-inwariantu x.

Definicja 3
Zbior tranzycji ADT (Abstract Depenent Transition sets) A; jest zbiorem spelniajacym
warunki:

A, CT (4)
UA; =T (5)
Vijij#i=ANA =0 (6)
Maksymalne zbiory ADT okreSlane sa przez:
VA, Ve e X (7)

gdzie X jest zbiorem minimalnych t-inwariantow [4].

A; C supp(x) V A; N supp(z) = 0 (8)

Maksymalne zbiory ADT sa z definicji roztaczne i1 indukujg podsieci, ktore moga si¢
pokrywac tylko przez miejsca graniczne. Zbior miejsc granicznych P jest definiowany
przez:

Pir=("A;UA)N("A;UAS) C P

Zbiory ADT mozna uznac za najmniejsze czgsci sieci posiadajace znaczenie biologicz-
ne [4].

Definicja 4

Graf G jest izomorficzny z grafem H jesli istnieje takie, roZnowartoSciowe i na, przy-
porzadkowanie (bijekcja) wierzchotkow grafu H wierzchotkom grafu G , wtedy i tylko
wtedy jesli jakies dwa wierzchotki sq potqaczone krawedzig w jednym z grafow, to odpo-
wiadajqce im wierzchotki w drugim grafie rowniez tqczy krawedz.

F:V(G)—V(H) 9)
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Nie zostalo udowodnione ze problem jest rozwigzywalny w czasie wielomiano-
wym, badZ ze jest NP-zupelny, pozostaje wigc problemem otwartym. Na przestrzeni
piecdziesigciu lat badaf nad problemem poréwnywania grafow opracowano wiele efek-
tywnych algorytméw zajmujacych si¢ poréwnywaniem konkretnych klas graféw jak np.
drzewa, grafy planarne, grafy przedziatowe.

Graf G nazywamy automorficznym jesli istnieje relacja izomorfizmu z nim sa-
mym.

F:V(G) - V(G) (10)
3. Dekompozycja do podsieci

Idea algorytmu jest okreslanie podobienistwa pomigdzy fragmentami sieci odpo-
wiedzialnymi za konkretne podprocesy w modelu biologicznym. Uzyskiwane jest to za
pomoca podziatu do maksymalnych zbioréw ADT. Do skonstruowania podgrafu w sieci
Petriego potrzebne sa informacje o drugim rodzaju wierzchotkéw. Dlatego konieczne
jest wyznaczenie wsparcia dla zbioréw maxADT zawierajacego miejsca, ktore sa pota-
czone z tranzycjami nalezacymi do danego zbioru.

., :{ SAlinp<An) (11)

gdzie s jest podsiecia powstalg na podstawie zbioru tranzycji i jego wsparcia.
4. Porownywanie

Proces poréwnywania jest przeprowadzany na grafach zdekomponowanych do
podsieci. Podstawowa operacja bgdzie poréwnanie pary podsieci i okreslenia odlegtosci
pomigdzy nimi. OdlegtoScig nazywamy minimalng liczbg zmian jakie nalezy wykonaé
aby pomigdzy sieciami zachodzit izomorfizm. Przez pojedyncza zmiang rozumiemy do-
danie, usuni¢cie wierzchotka lub tuku. Podejscie to bazuje na popularnej metodzie GED
(Graph Edit Distance) [2].

Jako ze okreSlajac podobienistwo opieramy si¢ wytacznie na strukturze sieci, na-
lezy dokona¢ poréwnania podsieci nalezacych do tej samej sieci. Efektem jest spraw-
dzenie czy w grafie lub pomigdzy jego podgrafami wystepuje automorfizm. Wiedza ta
pozwala doktadniej przeanalizowa¢ wyniki poréwnan podgraféw nalezacych do réznych
siecl.

Istotnym jest fakt, ze wynik poréwnania podsieci s; nalezacej do sieci S* z sie-
cig s; nalezaca do sieci S? moze by¢ rézny od poréwnania podsieci s; do podsieci s;.
Jest to spowodowane asymetrycznoScia porownywania. Najprostszym przyktadem jest
sytuacja, gdy s; stanowi podsie¢ wigkszej s;. Wynik poréwnania s; do s; bedzie bliski
1 (nieobecne tuki nie pozwola na uzyskanie 100% podobieristwa), podczas gdy s; do
s; bedzie proporcjonalnie mniejszy do rozmiaru s;. Odpowiedzia na ten problem jest
poréwnanie obu mozliwosci - s; do s; 1 s; do s;. Liczba poréwnan podsieci jakie nalezy
wigc wykona¢ majac na uwadze powyzsze spostrzezenia wynosi:

(IS*+18%]) - (|8 + [S7])- (12)
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4.1. Ograniczenie gorne liczby poréwnan

Zbioér ADT zawierajacy tylko jedna tranzycje nazywamy trywialnym. Istnieja
wigc sieci posiadajace liczbe zbioréw ADT réwna liczbie tranzycji. Oznacza to, ze licz-
ba podsieci, ktére beda uczestniczy¢é w procesie poréwnywania moze by¢ co najwyzej
rowna liczbie tranzycji poréwnywanej sieci:

Al < [T]. (13)

Tu ujawnia si¢ przewaga w ztozonosci obliczeniowej nad algorytmem stworzonym przez
zespot z Padowy [1], ktory jest SciSle powiazany z liczbg inwariantéw wystepujacych w
sieci. Liczba zbiorow ADT w sieci zawsze bgdzie co najwyzej rOwna liczbie inwarian-
tOw w sieci.

4.2. Graf sasiedztwa sasiadow

Na podstawie miejsc p nalezacych do zbioru miejsc granicznych danego zbioru
ADT mozna tatwo okresli¢ ich sasiedztwo. Dwie podsieci s; 1 so nazywamy sasiednimi,
jesli istnieje takie miejsce p znajdujace si¢ we wsparciach tych podsieci:

Jp € supp(As,) A p € supp(As,) (14)

Miejsce p nazywamy miejscem granicznym(interface place). Na podstawie tych
informacji mozemy skonstruowac skierowany graf sasiedztwa dla kazdej z sieci. Wierz-
chotki tego grafu odpowiadaja podsiecia s natomiast tuki 1 ich wagi odpowiadaja pota-
czeniom przechodzacym przez miejsca graniczne.

4.3. Wyniki

Wyniki poréwnania podprocesOw znajduja si¢ w odpowiadajacych krotkach ta-
beli wynikowe;j

R = [ry] (15)

gdzie ¢ i j odpowiadaja indeksom poréwnywanych podsieci. W komérce [r;;] znajduja
si¢ trzy liczby odpowiadajace tranzycjom 7, miejscom F; 1 wierzchotkom V.

[Tij] = {T57 P, Ns} (16)

Liczby sa z przedziatu od 0 do 1, gdzie 1 oznacza pelne podobieristwo pomigdzy
danymi typami wierzchotkow lub dla N, izomorfizm dwdéch podsieci. Wypelniona tabe-
la R zawiera informacje na temat podobiefistwa pomigdzy kazda para podsieci uczest-
niczacych w poréwnywaniu — z pomini¢ciem porownania do samej siebie, co zawsze
bedzie skutkowaé izomorfizmem.

Korzystajac z wygenerowanych wczesniej grafow sasiedztwa mozemy przeana-
lizowac zawartos¢ tabeli wynikowej R pod wzglgdem potaczeri pomigdzy podsieciami
s. Dane zawarte w macierzy R 1 grafie sasiedztwa wspolnie koduja informacje o podo-
bienstwie struktury dwéch badanych sieci.

5. Poréwnywanie podsieci

W macierzy R w krotce 7;; znajdujq si¢ wartosci okreslajace stopien podobien-
stwa struktur dwoch podsieci. Uzyskiwane sa przez poréwnanie macierzy incydencji
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wygenerowanych dla tych podsieci:

> c(ts,, ts,)

T, = (17)
' T, |
Zc(psnp.m)
p, = = rsutse) (18)
' | Py, |
N81 _ Zc<t517t82)|; 2|:C<p817p82)’ (19)

gdzie c(ts,,ts,) oznacza funkcje poréwnujaca tuki i ich wagi dla danych tranzycji. War-
toScia funkcji jest liczba rzeczywista z przedziatu od 0 do 1. Kluczowe elementy algo-
rytmu zostaly zilustrowane na rysunkach 11 2.
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Rys. 1. Konwersja sieci na macierz incydencji

Przed poréwnaniem macierzy incydencji musi zosta¢ okreSlona kolejnosS¢ tran-
zycji 1 miejsc sktadajacych si¢ na dang podsie¢ (kolumny i wiersze). Podsieci powstate
na podstawie zbiorow ADT moga posiadac strukturg tanicucha lub drzewa. O ile w przy-
padku tanicucha okreSlenie kolejnosci jest trywialne, w przypadku konwersji struktury
drzewiastej do macierzy incydencji proponujemy nastgpujacy schemat dziatania.

1. Wybor tranzycji o najwyzszym stopniu na korzen drzewa.

2. Przeszukanie w glab pozwalajace okresli¢ przynaleznoS¢ tranzycji do konkretnych
Sciezek

3. Szeregowanie wierzchotkéw na podstawie:
- kolejnosci w Sciezce,
- kolejnosci Sciezek, od najdtuzszej do najkrotsze;.

W przypadku, gdy Sciezki sa réwnej dtugosci, generowana jest dodatkowa ma-
cierz incydencji posiadajaca zamienione kolumny i wierzchotki dla tych Sciezek. Liczba
poréwnain dwoch macierzy incydencji jest rowna b!, gdzie b oznacza liczbg Sciezek o
rownej dlugos$ci wchodzacych w sktad poréwnywanej macierzy.

Poréwnanie musi si¢ odby¢ dla macierzy o takich samych rozmiarach. Dlatego
mniejsza macierz musi zostaé powigkszona o odpowiednig liczbe pustych wierszy i ko-
lumn odpowiadajacych brakujacym wierzchotkom. W przypadku, gdy podsie¢ A, do
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Rys. 2. Przeszukiwanie wgtab 1 szeregowanie wierzchotkow

o O o oo

ktérej poréwnujemy podsie¢ B jest mniejsza, dodanych krawedzi i wierzchotkéw nie
bierzemy pod uwage przy okreslaniu poziomu podobiefistwa.

Dzigki posiadanej wiedzy o dtugosci gatezi dodawanie pustych wierszy/kolumn
jest trywialne.

Przykiad

Dokonajmy poréwnania dwéch sieci A i B, z ktérych kazda mozna zdekompo-
nowaé do dwdch podsieci oznaczanych jako a,as 1 by, bo. Poréwnajmy podsieci a; i
b1, gdzie a; jest podsiecig z rysunkéw 1 i 2, a by ma strukturg tancucha otwartego. W
tym celu dokonujemy transformacji do macierzy incydencji i jej uszeregowania wedlug
podanego wczesniej schematu. Nastgpnie przechodzimy do oceny podobienistwa macie-
1Zy:
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Dla okreslenia podobienstwa miejsc poréwnanie dokonujemy przez poréwnanie
kolumn.

W macierzy wynikowej w krotce przeznaczonej dla poréwnania podsieci a; i by
umieszczamy wynik w postaci 3-elementowe;:

{111} === === ==}

(===} {LL1 A== =) A== =)
{0,714, 0,857, 0,785} {—.——} {L11} {—.— —}

{_7_7_} {_7_7_} {_7_7_} {17171}
W macierzy R krotki, dla ktérych ¢ = j, sa z definicji réwne {1,1,1}, gdyz pod-
sied jest izomorficza z samg soba.
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6. Podsumowanie

W niniejszej pracy zaproponowany zostat algorytm poréwnywania sieci Petriego.
Poréwnywanie takie czgsto jest potrzebne m.in. w systuacji, gdy analizowane sa modele
systemOw biologicznych petnigcych podobne, ale nie identyczne, funkcje, wyrazonych
za pomocg tego typu sieci. Istotne jest wtedy zlokalizowanie tych fragmentéw sieci,
ktére sa odpowiedzialne za réznice pelnionych funkcji. Zaproponowana metoda zostata
skonstruowana tak, aby zwraca¢ informacje zaréwno na temat podobienistwa, jak i loka-
lizacji r6znic 1 jest ona podstawa do dalszych badan w dziedzinie por6wnywania modeli
systemow biologicznych wyrazonych jako sieci Petriego.
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