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Z@OZONOSC OBLICZENIOWA PROBLEMU POSZUKIWANIA PODZBIO-
ROW TRANZY CJI*

Streszczenie. Do konstrukcji modeli ztozonych systeméw biologicznych coraz
czesciej wykorzystuje sig¢ sieci Petriego. Maja one wiele zalet w stosunku do in-
nych metod modelowania 1 analizy tego rodzaju systeméw. Jedna z metod analizy
modeli wyrazonych jako sieci Petriego oparta jest na t-niezmiennikach. W toku ta-
kiej analizy na og6t pojawia si¢ potrzeba identyfikacji pewnych podzbioréw tran-
zycji, ktére odpowiadaja elementarnym procesom o kluczowym znaczeniu wyste-
pujacym w badanym systemie. Problemy kombinatoryczne zwiazane z poszukiwa-
niem takich proceséw zbadane zostaly dotad w niewielkim stopniu, zwtaszcza od
strony ztozonoS$ci obliczeniowej. W niniejszej pracy przedstawiona zostata analiza
ztozonoSci czasowej jednego z takich problemdw.

COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF A PROBLEM OF FINDING SUBSETS
OF TRANSITIONS

Summary. For constructing models of complex biological systems Petri nets are
more and more often used. They have many advantages over other methods of
modeling and analysis of such systems. One of the methods of analyzing models
expressed as Petri nets is based on t-invariants. In the course of such analysis, the-
re is usually a need to identify certain subsets of transitions that correspond to
elementary processes of key importance occurring in the analyzed system. Combi-
natorial problems associated with the search for such processes have been studied
to a small extent, especially from the computational complexity point of view. In
this paper an analysis of the time complexity of one of such problems is presented.

1. Wstep

Szybki postep dokonujacy si¢ w naukach biologicznych powoduje, ze coraz istot-
niejsza staje si¢ analiza matematyczna oraz informatyczna zjawisk i1 obiektow biolo-
gicznych. Obecnie jest oczywiste, ze bez niej bardzo trudno bytoby osiagnac rzeczy-
wiste zrozumienie zasad, na jakich funkcjonuja organizmy zywe, tym bardziej, ze sta-
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nowig one bardzo ztozone systemy. We wspomnianej analizie kluczowa rolg odgrywaja
matematyczne modele. Moga by¢ one tworzone za pomoca ré6znych narz¢dzi matema-
tycznych, przy czym szczegdlnie czgsto 1 z dobrym skutkiem stosowane sa rOwnania
rozniczkowe. Od pewnego czasu jednak coraz szerzej stosowane sa metody oparte na
réznego rodzaju grafach lub obiektach do nich zblizonych. Wsréd tego rodzaju metod
na szczegllng uwage zastuguja sieci Petriego, ktére cho¢ grafami nie sa, to maja struk-
turg dwudzielnego wazonego grafu skierowanego. Ponadto, w stosunku do graféw maja
istotng zaletg polegajaca na tym, ze mozna w stosunkowo prosty sposob modelowac za
ich pomoca (przynajmniej do pewnego stopnia) dynamike badanego systemu. Jest ona
odzwierciedlona poprzez tokeny przeptywajace przez sieC. Przeptyw taki odpowiada
przeptywowi substancji, sygnatow itp. przez modelowany system [6, 5]. Istnieje wiele
metod 1 narzgdzi analizy sieci Petriego, jednakze w konteksie badania systeméw bio-
logicznych szczegdlnie istotne okazuja si¢ te oparte na t-niezmiennikach. Niezmienniki
takie odpowiadaja podprocesom, ktére nie zmieniaja stanu modelowanego systemu. W
toku analizy opartej na nich pojawia si¢ czgsto konieczno$¢ znalezienia pewnych pod-
zbioréw tranzycji, ktére odpowiadaja elementarnym procesom o kluczowym znaczeniu
wystepujacym w modelowanym systemie. Problemy kombinatoryczne zwiazane z po-
szukiwaniem takich podzbioréw przebadane zostaly dotad w niewielkim stopniu (por.
[2]). W niniejsze] pracy przedstawiona jest analiza ztozonosci obliczeniowej jednego z
tego rodzaju problemoéw.

Uktad pracy jest nastgpujacy. W rozdziale drugim przedstawione jest bardzo
zwigzte wprowadzenie do sieci Petriego niezbgdne do zdefiniowania analizowanego pro-
blemu oraz jego sformutowanie. W rozdziale trzecim zamieszczona jest analiza ztozo-
nosci obliczeniowej badanego problemu. Praca konczy si¢ podsumowaniem zawartym
w rozdziale czwartym.

2. Sformulowanie problemu

Sie¢ Petriego moze by¢ zdefiniowana jako piatka Q = (P, T, F, W, M), gdzie:
P = {p1,p2,...,pn} jest skoficzonym zbiorem miejsc, T' = {t1,to, ..., 1} jest skon-
czonym zbiorem tranzycji, F' C (P xT)U(T x P) jest zbiorem tukéw, W : F' — Z7 jest
funkcja wagi, My : P — N jest oznakowaniem poczatkowym, PNT = DA PUT # ()
[6].

Sie¢ taka ma strukturg¢ wazonego dwudzielnego grafu skierowanego. Wystepuja
w niej dwa rodzaje wierzchotkow, nazywane miejscami i tranzycjami. Te pierwsze na
0gd6t odpowiadaja biernym sktadnikom modelowanego systemu (np. czasteczkom), a te
drugie aktywnym sktadnikom (np. reakcjom chemicznym). W miejscach moga znajdo-
wac si¢ tokeny reprezentujace liczby odpowiednich sktadnikéw obecne w danym mo-
mencie w systemie. Tokeny przeptywaja pomigedzy miejscami poprzez tranzycje. Prze-
ptywem tym rzadzi reguta uruchomienia tranzycji, zgodnie z ktéra tranzycja jest ak-
tywna, jezeli w kazdym miejscu bezposSrednio ja poprzedzajacym znajduje si¢ liczba
tokenéw roéwna co najmniej wadze tuku taczacego to miejsce z dang tranzycja. Aktyw-
na tranzycja moze zosta¢ uruchomiona, co oznacza, ze nastgpuje przepltyw tokenéw z
miejsc bezposrednio ja poprzedzajacych do miejsc bezposrednio po niej nastgpujacych,
przy czym liczba przeptywajacych tokenow jest rowna wadze odpowiedniego tuku [6].

Istotng zaleta sieci Petriego jest ich intuicyjna graficzna reprezentacja, jednak do
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celéw formalnej analizy wlasnosci sieci, bardziej odpowiednia jest reprazentacja w po-
staci macierzy incydencji. Element a;; tego rodzaju macierzy A = (ai;)nxm jest rowny
roznicy liczb tokenéw znajdujacych si¢ w miejscu p; przed i po uruchomieniu tranzycji
t; [6]. Na podstawie macierzy incydencji mozna wyznaczyC¢ m.in. t-niezmienniki. Nie-
zmiennik taki jest wektorem x liczb catkowitych, ktéry spetnia réwnanie A - = = 0.
Z t-niezmiennikiem x jest zwiazany zbior tranzycji s(z) = {t; : x; > 0} nazywa-
ny jego wsparciem. Celem analizy opartej na t-niezmiennikach jest m.in. poszukiwanie
podobnych do siebie niezmiennikéw, ktére moga odpowiadaé podprocesom oddziatu-
jacym na siebie nawzajem w analizowanym systemie. Oddziatywania takie moga byc¢
Zrédiem istotnych witasnosci badanego systemu biologicznego. W przypadku, gdy licz-
ba t-niezmiennikow jest duza, na ogot taczy si¢ je w klastry, nazywane t-klastrami, by
znalez¢ podobienstwa. Podobne do siebie t-niezmienniki posiadaja wsparcia, ktore maja
czeSci wspolne. Elementami tych czgsSci wspoinych sa tranzycje odpowiadajace pro-
cesom elementarnycm, poprzez ktére podprocesy oddziatuja na siebie. Stad, tranzycje
takie majq istotne znaczenie, a jednym z celow analizy jest ich poszukiwanie [8, 4, 1].

W niniejszej pracy rozwazany jest jeden z probleméw poszukiwania zbioréw
tego rodzaju tranzycji. Rozwiazaniem tego problemu jest odpowiednio duzy podzbiér
tranzycji, ktore wystepuja we wsparciach t-niezmiennikow, ktére sa elementami odpo-
wiednio duzej liczby t-klastréw. Problem ten formalnie zdefiniowany jest w nastgpujacy
sposéb [2]:

PROBLEM WTWT-K (WYSTEPOWANIE TRANZYCJI W T-KLASTRACH) — WERSJA
PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,...,t,} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C = {c1,ca, ..., c,} t-klastréw, gdzie
Veecti = {Si, Siy, - - -,Sim”}, Vic1.2,,q:i=1,2,....q:i#iCi (N ¢ = 0, liczby K € Z7* i
ReZ".

ODPOWIEDZ: zbiér W = {wy,ws, ..., w,} C T taki, ze Jei, eigrnci,ecW S diy, W C

diy, ..., W C d;, , gdzie V ,ccd; = U'f;"l si;orazk > Kir > R.

Zbiory d; wystepujace w powyzszej definicji nazywane sa wsparciami t-klastrow
i zawieraja one tranzycje nalezace do wspar¢ t-niezmiennikéw bedacych elementami
danego t-klastra. W dalszej czesci niniejszej pracy wykazana zostanie silna NP-trudnos¢
powyzszego problemu.

3. Z1ozonos¢ obliczeniowa problemu WTwt-K

Do przeprowadzenia dowodu silnej NP-trudnoSci PROBLEMU WTWT-K
wykorzystany zostanie PROBLEM ZROWNOWAZONEGO PEENEGO PODGRAFU DwU-
DZIELNEGO, ktéry w wersji decyzyjnej] moze zosta¢ zdefiniowany w nastgpujacy
sposob [3]:

PROBLEM ZROWNOWAZONEGO PEELNEGO PODGRAFU DWUDZIELNEGO
INSTANCIJA: Graf dwudzielny G = (V, F), catkowita liczba dodatnia I <IVI.
ODPOWIEDZ: TAK, jezeli istnieja roztaczne podzbiory V; C V i Vo, C V, takie ze
Vi| = |Va| = Korazu € Vi Av € Vi = {u,v} € E; NIE w przeciwnym przypadku.
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Problem ten zostanie przeksztalcony za pomoca transformacji wielomianowe;]
[3, 7] do wersji decyzyjnej pewnego problemu dotyczacego poszukiwania odpowiednio
duzego podzbioru elementéw w kolekcji zbiorow, tutaj nazwanego PROBLEMEM
PODZBIOROW, ktéry zdefiniowany jest w nastgpujacy sposéb [2]:

PROBLEM PODZBIOROW — WERSJA DECYZYJNA

INSTANCIA: T' = {t1,t2, ..., tn}, kolekcja C' = {ci, co, .. ., ¢, } podzbioréw zbioru T,
liczby K e ZTiU € Z™.

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli istnieja zbior A C T i podkolekcja C' = {c¢;,, Ciyy -, Ci }
kolekcji C' takie, ze A C ¢;;, A C ¢y, ..., AC ¢y, przyczym |[A| > Uik > K;NIEw
przeciwnym przypadku.

Lemat
PROBLEM PODZBIOROW jest NP-zupetny.

Dowod
Mozna przyjaé, ze instancja PROBLEMU ZROWNOWAZONEGO PELNEGO POD-
GRAFU DWUDZIELNEGO dana jest w postaci: G = (V. E), V4, Vp, gdzie

V=VaUVeAV4NVg=0oraz K < |V]|.

Na podstawie instancji PROBLEMU ZROWNOWAZONEGO PEELNEGO PODGRA-
FU DWUDZIELNEGO tworzona jest nastgpujaca instancja PROBLEMU PODZBIOROW:
T=Vy, C=Vg, vvievBCi = {Uj : {Uz‘,Uj} € E}, K=K, U=K.

= Jezeli odpowiedzia dla PROBLEMU ZROWNOWAZONEGO PEENEGO PODGRAFU
DWUDZIELNEGO jest TAK, to istnieja odpowiednie podzbiory V; C V41V, C Vp
definiujace odpowiedni podgraf pelny. Oznacza to, ze w zbiorze wierzchotkéw
incydentnych kazdego z wierzchotkéw ze zbioru V5 znajduje si¢ ten sam podzbidr
wierzchotkéw V;. Oba zbiory maja tg sama liczno$¢ K. Kazdy element v; zbioru V5
odpowiada zbiorowi ¢; z kolekcji C’, a zbidr ten zawiera wszystkie wierzchotki, z
ktérymi jest incydentny wierzcholek v;, czyli co najmniej wszystkie wierzchotki ze
zbioru V;. A zatem w kazdym ze zbioréw c; zawarty jest zbior Vi, ktéry jest réwny
zbiorowi A z instancji PROBLEMU PODZBIOROW. Zaréwno kolekcja C’, jak i zbiér A
maja moc K, czyli odpowiedZ dla PROBLEMU PODZBIOROW brzmi TAK.

<« Jezeli odpowiedzig dla PROBLEMU PODZBIOROW jest TAK, oznacza to, ze istnieje
podkolekcja C" = {c¢;, ¢y, ..., Ci } taka, ze kazdy z jej elementéw zawiera zbidr
A, przy czym zaréwno C’, jak i A maja moc réwna K. Oznacza to, ze w grafie G
istnieje podzbiér wierzchotkéw V5 odpowiadajacych elementom podkolekcji C”. Kazdy
z wierzchotkoéw v; € V5 jest incydentny z wierzchotkami odpowiadajacymi elementom
zbioru ¢;, a poniewaz kazdy z tych zbioréw zawiera zbior A, to kazdy wierzchotek
v; € Va5 jest incydentny z wierzchotkami odpowiadajacymi elementom zbioru A.
Oznacza to jednoczesnie, ze kazdy wierzchotek odpowiadajacy elementom zbioru A
jest incydentny ze wszystkimi wierzchotkami ze zbioru V5. A zatem zbiér A jest rowny
zbiorowi Vi, ktory, podobnie jak V5, ma liczno$¢ K 1 razem z nim definiuje zadany
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podgraf dwudzielny petny. Stad, odpowiedZ dla PROBLEMU ZROWNOWAZONEGO
PEENEGO PODGRAFU DWUDZIELNEGO brzmi TAK. [

W celu wykazania NP-trudnoSci PROBLEMU WTWT-K w wersji przeszukiwania
I mozna przetransformowaé wielomianowo PROBLEM PODZBIOROW do decyzyjnej

wersji PROBLEMU WTWT-K, ktéra zdefiniowana jest w nastgpujacy sposob:

PROBLEM WTWT-K — WERSJA DECYZYJNA 1

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,..., 1y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C = {c1,ca, ..., c,} t-klastréw, gdzie
VeecCi = {Si, Sigy - - - Si‘cﬂ}, Vic1,2,..qj=1,2,..qi£iCi N ¢; = @ oraz liczby K € Z* i
ReZ".

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli 3 W = {wy,ws,...,w,} C T taki, ze Jei, igrnci,ecW C

di,,W C d;,,...,W C d;,, gdzie V. ccd; = U'f;"l si;orazk > Kir > R; NIEw
przeciwnym przypadku.

Nalezy zauwazy¢, ze problem ten moze zosta¢ sformutowany w nastgpujacy,
rOwnowazny z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej, sposob:

PROBLEM WTWT-K — WERSJA DECYZYJNA 1 BIS

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,ta, ..., t,} tranzycji, zbiér D = {d;,ds,...,d,} wsparé
t-klastréw, liczby K € ZT i R € Z*.
OppowIEDZ: TAK, jezeli 3 W = {wy,wq,...,w,} C T taki, ze

ElD/:{dilydi27---7dik}gDW - di17W - diQ,...,W - dik, takie ze k > Kir > R,
NIE w przeciwnym przypadku.

Jest tak dlatego, ze wyznaczenie zbioru D wystepujacego w instancji wersji de-
cyzyjnej 1 bis PROBLEMU WTWT-K oraz w odpowiedzi wersji decyzyjnej 1 tego pro-
blemu na podstawie zbioréw S i C' wystgpujacych w instancji tego ostatniego problemu
jest trywialne, stad, z punktu widzenia ztozonoSci obliczeniowej, nie ma znaczenia, czy
w instancji znajda si¢ zbiory S i C, czy zbidér D.

Zauwazmy dalej, ze PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 bis jest
réwnowazny PROBLEMOWI PODZBIOROW, ktérego NP-zupelnos¢ zostala powyzej
udowodniona. Mozna zatem sformutowaé nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1
PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 bis jest NP-zupelny.

Dowod
NP-zupetnos¢ PROBLEMU WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 bis wynika wprost z
NP-zupetnosci PROBLEMU PODZBIOROW. []

Latwo tez zauwazyC, na podstawie wcze$niejszych rozwazan, ze zachodzi
nastgpujace twierdzenie dotyczace wersji decyzyjnej 1| PROBLEMU WTWT-K.

Twierdzenie 2
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PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 jest NP-zupelny.

Dowod
NP-zupelnos¢ PROBLEMU WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 wynika wprost z NP-
zupetnosci PROBLEMU WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 bis. []

Oczywiscie wersja przeszukiwania PROBLEMU WTWT-K jest nielatwiejsza niz
jego wersja decyzyjna (por. [3]), a zatem zachodzi nastepujace twierdzenie dotyczace
tej wersji.

Twierdzenie 3
PROBLEM WTWT-K w wersji przeszukiwania 1 jest NP-trudny.

Dowod
NP-trudnos¢ PROBLEMU WTWT-K w wersji przeszukiwania 1 wynika z NP-zupetnosci
PROBLEMU WTWT-K w wersji decyzyjnej 1. [

Warto tez zauwazy¢, ze zachodzi jeszcze jedno twierdzenie dotyczace PROBLE-
MU WTWwT-K w wersji przeszukiwania 1.

Twierdzenie 4
PROBLEM WTWT-K w wersji przeszukiwania 1 jest silnie NP-trudny.

Dowdd

Zauwazmy, ze mimo iz w instancji PROBLEMU WTWT-K wystepuja liczby catkowite
dodatnie K i R, ktére moga by¢ dowolnie duze, to w przypadku, gdy K jest wigksze od
q, czyli liczby t-klastrow (ktore sa dane w instancji) lub R jest wigksze od m, czyli liczby
tranzycji (ktére rowniez sa dane w instancji) problem jest trywialny, a odpowiedZ brzmi
NIE. Zatem rozwazany problem mozna podzieli¢ na dwa podproblemy — problem P;
sktadajacy si¢ z instancji, dla ktorych zachodzi K > ¢V R > m oraz problem P, ktory
sktada si¢ z instancji, dla ktorych zachodzi K < ¢ A R < m. Zauwazmy, ze problem
P5 jest problemem nieliczbowym, gdyz wszystkie liczby wystgpujace w jego instancji
sa ograniczone od gory przez wielomian rozmiaru tejze instancji [3]. Maszyna Turinga
rozwiazujaca problem PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 powinna najpierw
sprawdziC, czy zachodzi K > gV R > m. Jezeli tak, powinna zwroci¢ odpowiedz NIE.
W przeciwnym przypadku powinna przej$¢ do rozwigzania problemu P». Widac, ze to
ten problem powoduje, iz PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 jest NP-zupelny,
czyli oczywiscie on sam musi by¢ NP-zupelny. Poniewaz jednak problem FP» jest NP-
zupelny i nie jest problemem liczbowym, jest silnie NP-zupeiny [3]. A zatem, rOwniez
PROBLEM WTWT-K w wersji decyzyjnej 1 jest silnie NP-zupetny, z czego oczywiscie
wynika, ze problem ten w wersji przeszukiwania jest silnie NP-trudny. []

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono dowdd silnej NP-trudnoSci jednego z probleméw zwia-
zanych z poszukiwaniem podzbioréw tranzycji w modelach ztozonych systeméw biolo-
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gicznych opartych na sieciach Petriego. Tranzycje bedace elementami takich podzbio-
row moga odpowiadaé elementarnym procesom modelowanego systemu, gdyz wyste-
puja w wielu grupach podprocesow, ktore si¢ na niego sktadaja. W toku analizy modeli
wyrazonych jako sieci Petriego opartej na t-niezmiennikach czgsto zachodzi potrzeba
identyfikowania tego rodzaju kluczowych proceséw elementarnych. Do niedawna byto
to jednak zajecie zmudne (i jest tak w duzym stopniu nadal), gdyz nie istniaty algoryt-
my wspierajace poszukiwanie takich procesow (tranzycji). Co wigcej, problemy kom-
binatoryczne, ktére sa z tym zwiazane tylko w niewielkim stopniu byly przebadane od
strony ztozonoSci obliczeniowej (por. [2]). Problem rozwazany w niniejszej pracy nale-
zy do jednego z wazniejszych z punktu widzenia praktycznych zastosowan, stad wynik
zaprezentowany w niej jest istotny, gdyz ukierunkowuje prace zwiazane z konstrukcja
odpowiednich algorytméw w strong¢ algorytmow przyblizonych.
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