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OPERATOR KRZYZOWANIA GOX DLA PROBLEMU KOMIWOJAZERA

Streszczenie. W pracy przedstawiono nowe operatory krzyzowania, majace za-
stosowanie w algorytmach genetycznych. Proponowane operatory dedykowane
sa dla algorytméw rozwiazujacych problem komiwojazera. Praca zawiera wyni-
ki poréwnawcze badan efektywnoSci proponowanych operatoréw z operatorami
klasycznymi. Badania przeprowadzone sa na znanych w literaturze benchmar-
kach testowych.

GREEDY ORDERED CROSSOVER (GOX) FOR THE TRAVELING SALE-
SMAN PROBLEM

Summary. The study presents a new greedy ordered crossover operators (GOX),
applying genetic algorithms. Proposed operators are dedicated algorithms for so-
lving traveling salesman problem, which allows to find good quality solution in
the shortest time then original crossover operators. The efficiency of the algori-
thms is tested on well-known literature benchmarks.

1. Wstep

Jednym z klasycznych i zarazem bardzo ciekawych podejs¢ rozwigzywania pro-
bleméw kombinatorycznych sa algorytmy genetyczne GA (ang. Genetic Algorithms).
Nasladuja one naturg, a doktadnie ewolucj¢ organizméw zywych. W kazdym algoryt-
mie GA mozna wydzieli¢ charakterystyczne etapy dzialania. Efektywno$¢ dziatania ca-
tego algorytmu zalezy od wtasciwego zaprojektowania, wysterowania i wspotpracy tych
blokéw. Jednym z nich jest procedura tworzenie nowych rozwigzan przy pomocy gene-
tycznych operatoréw krzyzowania. W niniejszej pracy zaprezentowano nowy operator
krzyzowania GOX polecany dla algorytméw GA w szczegdlnosci dedykowanych pro-
blemowi komiwojazera TSP (ang. Traveling Salesman Problem) oraz jego zmodyfiko-
wang wersje GOX® dedykowang dla szczegdlnego przypadku TSP jakim jest symetrycz-
ny problem komiwojazera.

Niniejsza praca zawiera poréwnanie efektywnosci algorytmow GA z zastosowa-
niem przedstawionych w pracy operatoréw krzyzowania GOX i GOX® w stosunku do
zastosowania klasycznych operatoréw krzyzowania CX, PMX, OX. Badania przepro-
wadzone zostaly na znanych w literaturze przyktadach testowych powszechnie stosowa-
nych do poréwnywania efektywnosSci badanych algorytméw.



186 M. Makuchowski

2. Problem komiwojazera

Jednym z najwczes$niej, a zarazem najczg¢sciej studiowanym problemem kombi-
natorycznym jest problem komiwojazera. Fakt ten wynika z bardzo prostego jego sfor-
mutowania oraz trudnoscia w wyznaczeniu rozwigzania optymalnego. Ogdélny problem
TSP mozna zdefiniowac nastgpujaco:

Dany jest zbior C' = {1,2,...,n} reprezentujacy n miast oraz kwadratowa ma-
cierz d o rozmiarze n x n. Warto$¢ d;; € N* definiuje odlegtos¢ z miasta ¢ do miasta j.
Niech 7 oznacza permutacj¢ miast C'. Zbior wszystkich permutacji oznacza¢ bedziemy
przez 1. Permutacja 7 utozsamiana jest z cykliczng trasa kolejno odwiedzanych miast.
Dla kazdej trasy m mozemy wyznaczy¢ jej dtugos$é, oznaczanej przez D();

n—1
D(”) - ; dﬂ'(i),ﬂ(i—i—l) + dw(n),w(O)' (1)

Problem polega na wyznaczeniu permutacji 7* minimalizujacej dlugos$¢ cyklu,
™ € argmin D(r). (2)
W literaturze czgsto mozna spotkac specjalne przypadki TSP, w ktérym na ma-

cierz odlegtosci natozone sa pewne naturalne ograniczenia. NajczgSciej spotykane w
literaturze przypadki TSP to:

e Symetryczny TSP. Wariant w ktérym macierz odlegtosSci jest symetryczna;
dij = dj;.
e Metryczny TSP. Wariant w ktérym odleglosci sa pewna metryka, czyli spetniaja:
— warunek identycznosci: d; ; = 0 & @ = 7,
— warunek symetrii: d; ; = d;;,
— warunek tréjkata: d; ; < d; i, + dy. ;.

e Euklidesowy TSP. Wariant w ktérym miasto polozone jest w przestrzeni k wymia-
rowej a odlegtos¢ dana jest wzorem:

dij = lor—l? + |2 — gl + .+ ok — vl
dla wspétrzednych miasta i = (xq, o, - -, x)) i miasta j = (y1, Y2, -, Yk)-

Problem Euklidesowy TSP jest szczegdlnym przypadkiem problemu metryczne-
go TSP, a ten z kolei jest szczegélnym przypadkiem problemu symetrycznego TSP. Pro-
blem TSP dla wszystkich opisanych powyzej przypadkéw nalezy do klasy probleméw
NP-trudnych. Z wymienionych przypadkow tylko dla euklidesowej wersji problemu ist-
nieje algorytm typu PTAS [1].

3. Algorytm genetyczny

Algorytmy genetyczne GA zaproponowane zostaly po raz pierwszy przez Jo-
han’a Hollanda’a w 1975 roku [5]. Algorytmy genetyczne sa przyblizonymi algorytma-
mi typu popraw. Oznacza to, iz w kazdej iteracji staraja si¢ poprawic biezace rozwiaza-
nie (rozwiazania), z jednoczesnym zapobieganiem stagnacji obliczenn w minimum lokal-
nym. Swoim dziataniem nasladuja przyrode¢ a doktadnie ewolucje organizméw zywych.
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Kazda iteracja algorytmu symuluje jedno pokolenie, w ktorym najmniej przystosowane
osobniki ging bezpotomnie. Osobniki lepiej przystosowane (reprezentujace lepsze roz-
wigzania) staja si¢ rodzicami kolejnego pokolenia, przekazujac swoje geny, czyli cechy
rozwiazan, potomstwu.

W kazdym algorytmie genetycznym mozna wyréznié, powtarzane z kazdym po-
koleniem, bazowe bloki [3, 9]:

e selekcja: odpowiedzialna za wybor rodzicow dla kolejnego pokolenia,
e krzyzowanie: tworzenie nowych rozwiazan o cechach swoich rodzicéw,
e mutacja: niewielkie zaburzenia tworzonych potomkow.

Ogdlna zasada powyzszych blokow jest jednakowa w kazdym algorytmie GA.
Niemniej ze wzgledu na zastosowanie tych algorytméw w réznorakich problemach
optymalizacyjnych powoduje, iz kazdy element powinien zosta¢ zaprojektowany indy-
widualnie.

4. Operatory genetyczne dla problemu TSP

W przypadku problemu TSP rozwiazanie 7 € II moze by¢ pamigtane w posta-
ci ciagu kolejnych wartosci (7(1),7(2),...,n(n)). Dla takiego kodowania rozwigzan
nalezy mie¢ na uwadze, iz ostatecznie w wyniku krzyzowania i mutacji otrzymane roz-
wigzanie musi reprezentowaC poprawng permutacj¢ miast.

Konstrukcje genetycznych operatoréw krzyzowania dedykowanych problemowi
TSP byty wielokrotnie poruszane w literaturze. Jako pierwsze, juz w roku 1985, zostaty
opisane operatory: OX (ang. Ordered Crossover) [2] oraz PMX (ang. Partition Crosso-
ver) [4]. Operator CX (ang.Cycle Crossover) zaproponowany zostal w pracy [10]. Wy-
mienione operatory sa klasycznymi operatorami dla problemu TSP. Idea klasycznych
operatoréw krzyzowania polega na utworzeniu potomka, w ktérym czgs$¢ sekwencji po-
chodzi od jednego z rodzicéw a pozostata czes¢ sekwencji od drugiego.

Kolejne pomysty na krzyzowanie rozwiazan bazuja na kopiowaniu krawedzi wy-
stepujacych w rozwiazaniach rodzicielskich. Krawedzia nazywana jest para sasiednich
miast wystgpujaca w rozwiazaniu. Pierwszy z tego rodzaju operatoréw to EX (ang. Ed-
ge Crossover) [14]. Kolejny bardzo efektywny operator tego rodzaju to EAX (ang. Edge
Assembly Crossover) [7, 6]. Na bazie tego operatora zaproponowano efektywny algo-
rytm GA [8]. Inny operator bazujacy na krawedziach to PX (ang. Partition Crossover)
opisany w [13].

Innym podejsciem sa operatory oparte na metodzie Sciezek taczacych (w prze-
strzeni rozwiazan) dwa rozwiazania bedacymi rodzicami. Operatory krzyzowania oparte
na tym podejSciu to MSX (ang. Multi Step Crossover) opisany w pracy [15] oraz MSXF
opisany w pracy [11].

5. Operator GOX

Z10zonos¢ obliczeniowa klasycznych operatorow CX, PMX, OX jest rzedu O(n).
W pracy prezentowany jest operator GOX (ang. Greedy Ordered Crossover). Jest to
zachtanna wersja operatora OX. ZtozonoS¢ obliczeniowa operatora GOX pozostaje na
poziomie O(n).
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Niech o oraz  oznaczaja rozwigzania rodzicielskie (permutacje miast), podda-
wane operacji krzyzowania. Operator GOX jest operatorem dwupunktowym, wigc do-
datkowo niech start oznacza punkt przecigcia rodzica o oraz length ilo$¢ kopiowanych
pozycji z rodzica a.

Rozwiazanie potomne v = GOX («, 3, start, length) powstaje w 3 fazach.

e W fazie 1 tworzona jest Sciezka path na podstawie rodzica a. Powstaje ona w
wyniku skopiowania length miast poczawszy pod pozycji start (zaktadamy, iz po
ostatniej pozycji wystgpuje pozycja pierwsza).

e W fazie 2 tworzony jest cykl cycle pozostalych n — length miast. Powstaje ono
poprzez usunigcie z rozwigzania 3 elementéw skopiowanych w fazie 1.

e W fazie 3 tworzone jest rozwigzanie poprzez wlaczenie Sciezki path w wybrane
miejsce w cyklu cycle. Wybor miejsca rozerwania cyklu i uzupetnienia go Sciezka,
odbywa si¢ w sposéb zachtanny (optymalny) pod wzgledem dtugosci tworzonego
potomka. Wyznaczenie wzglednej dtugosci nowego potomka odbywa si¢ w czasie
O(1). Niech pl oznacza pierwsze miasto w Sciezce path, a p2 miasto ostatnie.
Ponadto niech c1 i c2 oznaczaja sasiednie miasta w cyklu pomigdzy ktére wiaczana
bedzie Sciezka. Dtugos¢ utworzonego potomka v mozna wyznaczy¢ jako:

D(v) = X +dp.e2 + derp1t — dere2, (3)

gdzie X jest stala suma dlugosci Sciezki path i dtugoscia cyklu. Sprawdzajac
wszystkie n — length mozliwoSci mozemy wybra¢ najlepsze potaczenie w cza-
sie O(n).

W przypadku symetrycznego TSP proponuje si¢ rozszerzy¢ 3 faz¢ operatora. Za-
proponowano sprawdzié takze potaczenie odwrdéconej Sciezki path. W tym wypadku
w celu wyznaczenia dtugosci powstajacego rozwiazania nalezy skorzysta¢ z wzoru 3
w ktérym nalezy zamieni¢ indeksy pl z p2. Operator z powyzsza poprawka w dalszej
czesci pracy oznaczany bedzie przez GOX” .

6. Badania numeryczne

Wszystkie eksperymenty numeryczne zrealizowano na komputerze MacBook
Pro z procesorem Intel 15 2.5GHz w systemie Windows XP uruchomionym na wirtu-
alnej maszynie dzialajacej w systemie OSX 10.9.5. Zastosowane instancje testowe sa
literaturowymi benchmarkami pochodzacymi z biblioteki TSPLIB [12]. Dla wigkszosci
instancji biblioteka TSPLIB zawiera takze rozwiazania optymalne. Dla kazdego rozwia-
zania T mozemy wigc wyznaczy¢, liczony w stosunku do rozwigzania optymalnego 7*,
btad wzgledny dtugosci trasy:

plm) = D(WEW?)(W*) 100%. (4)

Poniewaz w algorytmach GA wystgpuja pewne losowe wartos$ci, wyniki nie sa
powtarzalne. Z powyzszego powodu dla danej instancji problemu i1 kazdego z zestawu
parametrow sterujacych, algorytm GA uruchamiany byt 10 razy. Na podstawie otrzyma-
nej serii rozwigzan wyznaczono odpowiednio: warto$¢ Srednig btedu wzglednego pg,,
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Rys. 1. Zbieznos¢ algorytmu GA dla réznych operatoréw krzyzowania (KroA200.tsp)

odchylenie standardowe btedu wzglednego pg4., oraz catkowity czas dziatania 10 uru-
chomien algorytmu t,,.

W eksperymentach zamianie podlega¢ bedzie tylko operator krzyzowania na je-
den z CX, PMX, OX, GOX i GOX? . Pozostale parametry algorytmu nie sa modyfiko-
wane 1 wynosza odpowiednio:

e Pokolenie startowe sktada si¢ z losowych permutacji;
e LiczebnoS¢ populacji przez caly czas trwania algorytmu wynosi 100 osobnikow;

e Kryterium stopu nastepuje po wystapieniu 4000 pokolenia (10000 w 3 ekspery-
mencie);

e Selekcja nastgpuje poprzez wybranie k-atego rozwiazania pod wzgledem jakosci,
gdzie k jest zaokraglona zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym i wartoSci
oczekiwanej 4;

e Operatorem mutacji jest operator inwersji losowego fragmentu permutacji;

e Prawdopodobienstwo mutacji jest zmienne. W przypadku, gdy wartos$¢ funkcji ce-
lu najlepszego osobnika w pokoleniu jest taka sama jak dla pokolenia wcze$niej-
szego prawdopodobienstwo mutacji dla kolejnego pokolenia wzrasta do wartosci
Pt = 0,95, w przeciwny wypadku wynosi P,,,; = 0, 4.

Pierwszy eksperyment polegat na wygenerowaniu przebiegéw algorytmow GA w
zaleznosSci od zastosowanego operatora krzyzowania. Przez przebieg rozumie si¢ wykres
przedstawiajacy warto$S¢ wzglednego btedu p najlepszego rozwiazania dla kolejnych po-
koleni algorytmu. Na rysunku 1 przedstawiono przebiegi algorytmu GA dla przyktado-
wej instancji KroA200.tsp.

Autor wygenerowal setki wykresow przedstawiajacych przebiegi algorytméw
GA dla réznych jego wysterowan oraz réznych instancji. R6zne wysterowania doty-
czyly zmiany sposobu generowania pokolenia startowego, zmiany operatora mutacji,
zmiany prawdopodobienistwa mutacji, zmiany iloSci osobnikéw w pokoleniu oraz cal-
kowitej liczby pokolen. Operatory GOX i GOX® byly zawsze bardziej efektywne niz
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Tabela 1
Wplyw operatora krzyzowania na blad p[%] 1 czas t[s], 4000 pokolen

instancja CcX PMX OX GOX GOX®
pavg Pdev tsum pavg Pdev tsum pavg Pdev tsum pavg Pdev tsum pa'ug Pdev tsum

eil51 07 07 65| 14 10 76| 12 08 65 1.1 06 95| 1.0 0.7 115
eil76 27 1.1 85| 39 10 100| 42 13 83| 23 05 126| 22 0.7 16.0
kroA100 | 49 29 105| 39 26 128| 33 24 11.0] 16 11 165 14 1.0 20.6
kroB100 | 3.6 1.1 105] 41 20 125| 44 15 105 25 12 16.0| 21 1.1 204
kroA150 | 9.2 18 146| 65 15 176| 65 23 146| 28 1.6 228| 3.1 1.1 289
kroB150 | 82 14 146| 64 32 175 75 22 146| 36 16 227| 21 12 29.1
ratl95 | 170 2.0 181103 1.6 225|113 1.7 181| 58 0.8 288| 48 14 36.8
kroA200 | 13.7 12 185| 89 19 228| 98 17 186| 43 1.6 296| 32 12 378
kroB200 | 16.1 1.5 186| 97 26 228|106 27 186| 47 1.1 29.6| 3.8 13 382
a280 275 20 241|171 23 303|162 21 246| 83 16 392 7.1 26 500
rd400 |375 1.3 351|257 36 436|229 26 355|114 12 566| 86 1.0 729

wszystko | 12.8 - 180.1| 89 - 220.6| 89 - 181.3| 44 - 2845 3.6 - 362.5

Tabela 2
Wplyw operatora krzyzowania na btad p[%] i czas ¢[s], 10 000 pokolen

instancja CcX PMX OX GOX GOX®
Pavg Pdev tsum Pavg Pdev tsum Pavg Pdev tsum Pavg Pdev tsum Pavg Pdev tsum

eil51 03 03 149| 07 06 178| 07 06 146 07 07 225| 06 0.7 279
eil76 19 05 198] 23 10 240 27 1.1 198| 1.8 05 308| 1.6 09 388
kroA100 | 22 13 246| 24 24 300| 22 17 246| 09 12 389| 12 09 49.1
kroB100 | 2.5 0.8 246| 27 10 298| 30 16 248| 21 09 387| 1.8 1.1 492
kroA150 | 6.8 1.2 349| 47 1.6 425| 48 1.7 346| 22 13 556| 26 1.1 70.6
kroB150 | 6.0 1.2 347| 45 16 423| 55 26 346| 27 1.1 553| 20 1.1 70.7
ratl95 | 148 15 438 80 1.8 543| 91 1.6 441| 38 0.7 709 38 1.1 905
kroA200 | 11.3 2.0 452| 64 2.0 555| 7.8 13 451| 32 1.0 729 27 1.0 928
kroB200 | 11.9 09 450| 6.7 2.0 556| 80 15 451| 33 08 727| 33 12 925
a280 219 1.5 587|122 20 728|121 28 585| 64 1.6 959| 54 23 123.1
rd400 |322 1.3 863|144 12 1076|127 1.5 86.2| 7.2 12 140.7| 6.2 1.2 1800

wszystko | 10.2 - 4328 5.9 - 532.6| 6.2 - 4324 3.1 - 6953 2.8 - 885.7

rozwazane operatory klasyczne. Efektywnos$¢ ta rozumiana jest jako szybkos$¢ zmniej-
szania si¢ bledu wzglednego p w kolejnych pokoleniach algorytmu. Wada w stosunku
do klasycznych operatoréw jest wolniejsze opuszczanie miniméw lokalnych, koniecz-
no$¢ odczytywania odlegto$ci pomigdzy miastami oraz okoto dwukrotnie dtuzszy czas
dzialania algorytmu.

Drugi eksperyment polega na wyznaczeniu Srednich bledow wzglednych p. W
tym celu dla zestawu instancji dla kazdego testowanego operatora krzyzowania, algo-
rytm genetyczny uruchomiony byt 10 razy. Otrzymane rezultaty przedstawione zostaty
w tabeli 1. Dla testowanych ustawien algorytmu GA zastosowanie operatora GOX powo-
duje okoto 2-krotne zmniejszenie Sredniego blgdu generowanych rozwigzan w stosunku
do operatoréw klasycznych. Operator GOX® wypada jeszcze lepiej, generuje rozwia-
zania z blgdem wzglgdnym ponad 2,4- krotnie mniejszym w stosunku do klasycznych
operatorOw. Niemniej czas dziatania algorytmu GA z zastosowaniem proponowanych
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Tabela 3
Czas t[s] dziatania algorytmu GA, z macierza odlegtosci, dla r6znych operatorow
iteracje CX PMX 0X GOX  GOX®
4.000 79.3 137.0 96.7 1373 144.1
10.000 179.2 321.0 222.4 3215 339.5

operatoréw wzrasta prawie dwukrotnie. Dlatego tez autor zdecydowat si¢ zamiesci¢ wy-
niki badan dla zwigkszonej do 10 000 liczby pokolen algorytmu GA w kolejne;j tabeli.

Poréwnamy teraz Srednie bledy pg,4 1 czasy dziatania algorytmow £, dla opera-
toréw GOX i GOX® dla 4 000 pokoleii (tabela 1) z algorytmami z operatorami klasycz-
nymi dla 10 000 pokolen (tabela 2). Najistotniejsze z analizowanych wartosci zostaty
zapisane pogrubionym fontem.

W powyzszym poréwnaniu zastosowanie proponowanych operatoréw wraz ze
zmniejszeniem liczby pokolen algorytmu, skutkuje uzyskaniem lepszych rozwiazan w
krotszym czasie, w stosunku do operatoréw klasycznych. Przyktadowo dla operatora
GOX w stosunku do OX w czasie 35% krétszym (190X = 285s, t9% = 432s), otrzyma-
no rozwigzania z bledem 30% mniejszym (p“OX = 4.4%, p°* = 6,2%).

Dodatkowe badania wykazaty, iz przyczyna prawie dwukrotnego wzrostu czasu
dziatania algorytmu z zastosowaniem GOX GOX" jest konieczno$¢ korzystania z odle-
glosci pomigdzy parami miast. Format danych wejSciowych zawiera tylko wspotrzedne
miast, wigc proponowane operatory musza dokonywac obliczen odlegtosci na ich pod-
stawie. Czas wyznaczania dtugoSci pomigdzy miastami jest stosunkowo dtugi w poréw-
naniu do reszty operacji numerycznych wykonywanych w omawainych operatorach.

W przypadku, gdy macierz odlegtoSci pomigdzy wszystkimi parami miast, jest
dana wejsciowa, lub macierz taka wyznaczana jest na poczatku algorytmu czasy dzia-
tania algorytméw z zaproponowanymi operatorami sa blizsze czasom dziatania algo-
rytméw wykorzystujacych klasyczne operatory krzyzowania. Tabela 3 zawiera czasy
dziatania 5 testowanych algorytméw, w ktérych na wstgpie dokonano stworzenia ma-
cierzy odlegtosci. Krok ten ma zlozono$¢ czasowa i pamigciowa rzedu O(nz), gdzie
n jest liczba miast. Dokonujac wstgpnego wyznaczenia macierzy odlegto$ci, pomimo
zwigkszenia ztozonoSci catego algorytmu z O(n) do O(n?), dla testowanych, stosunko-
wo niewielkich instancji, czas dziatania algorytmu ulega skréceniu.

7. Podsumowanie

W algorytmach genetycznych, dedykowanych symetrycznemu problemowi ko-
miwojazera, przedstawione w pracy operatory krzyzowania GOX i GOX” okazaty sig
duzo bardziej efektywne niz klasyczne operatory CX, PMX i OX.

Algorytmy genetyczne z proponowanymi operatorami dostarczaly rozwiazan
znacznie lepszych (o dwukrotnie mniejszym btedzie) niz klasyczne operatory, jednak
przy tej samej ilosci pokolen dziataty takze prawie dwukrotnie dtuze;j.

Przewaga jakoSciowa algorytméw z proponowanymi operatorami jest tak duza,
ze przy wykonywaniu mniejszej liczby iteracji w stosunku do algorytmoéw z klasyczny-
mi operatorami, czas dzialania jest krotszy, a otrzymane rozwigzania sa zdecydowanie
lepsze.
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