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SZEREGOWANIE IDENTYCZNYCH ZADAN NA CZTERECH
PROCESORACH JEDNORODNYCH Z DWUDZIELNYMI GRAFAMI
KONFLIKTOW

Streszczenie: W pracy rozwazamy problem szeregowania n zadan jednostko-
wych na 4 procesorach jednorodnych o szybkosSciach s,>s, >s53 >54. Celem
szeregowania jest utworzenie najkrotszego mozliwego harmonogramu. Zadania
w naszym modelu podlegaja ograniczeniom moéwigcym, ze niektore pary zadan
nie moga by¢ wykonywane na tym samym procesorze. Rozwazamy dwa typy
grafow niezgodno$ci podyktowanych tymi ograniczeniami: dwudzielne grafy
kubiczne (regularne stopnia 3) 1 dwudzielne grafy stopnia 4. Dla pierwszego
przypadku podajemy algorytm doktadny, ktory rozwigzuje problem w czasie
O(n). W drugim przypadku podajemy algorytm przyblizony o ztozonosci O(n'?),
ktéry znajduje rozwigzanie optymalne, o ile s;> 125,15, = 53 = s4.

SCHEDULING OF IDENTICAL JOBS WITH BIPARTITE
INCOMPATIBILITY GRAPH ON FOUR UNIFORM MACHINES

Summary: In the paper we consider the problem of scheduling » identical jobs
on 4 uniform machines with speeds s1>s5,>s3>s4, respectively. Our aim is to find a
schedule with minimum possible length. We assume that jobs are subject to some
kind of mutual exclusion constraints modeled by a bipartite incompatibility graph
of degree A, where two incompatible jobs cannot be processed on the same
machine. We consider two kinds of incompatibility graphs: bipartite cubic graphs
(i.e. regular of degree 3) and bipartite graphs of degree 4. In the first case we give
a linear-time algorithm that solves the problem to optimality. In the second case
we give an approximation algorithm which runs in O(n'). This algorithm solves
the problem to optimality if s, > 12s, and s, = 55 = s4.

1. Wprowadzenie

Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy organizatorami uroczystego bankietu dla 40 osob
1 mamy do dyspozycji 4 stoly o réznych rozmiarach, z ktérych najwiekszy moze
pomiesci¢ 16 osob. Wiemy, ze wsrdd naszych gosci sg wegetarianie i nie wegetarianie.
Co wigcej, kazdy wegetarianin jest w zlych relacjach z co najwyzej 4 nie
wegetarianami 1 na odwrot. Naszym zadaniem jest przydzielenie osob do stotéw w taki
sposéb, by przy zadnym ze stotow nie bylo 0sob bedacych ze sobg w ztych
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stosunkach. W niniejszym artykule pokazemy, w jaki sposéb mozna rozwigzaé ten
problem 1 inne podobne problemy metodami chromatycznego szeregowania zadan.

Nasz problem moze by¢ opisany w jezyku szeregowania zadan w nastepujacy
sposob. Przypusé¢my, ze mamy n identycznych zadan j,...,j,, ktore mozemy opisac
jako zadania o czasie trwania réwnym jednej jednostce czasu, symbolicznie p=1.
Zadania te musza by¢ wykonane na czterech jednorodnych procesorach M, M,, M;
1 M,. Procesory te pracuja z r6zng wydajnoscia, charakteryzowang przez ich szybkos¢
s;, tzn. M; pracuje z szybkos$cig s; itd. Bez straty ogdlnosci zakladamy, ze
s1> 8 > 853> 54. Co wazne, procesory sg jednorodne w tym sensie, ze czas wykonania
dowolnego zadania jednostkowego na procesorze M; trwa 1/s;. Odpowiada to sytuacii,
gdy nasze procesory s3 roznych generacji.

Tak zarysowany problem szeregowania bylby trywialny, gdyby nie bylo
konfliktow migdzy zadaniami. W zwiazku z tym przyjmujemy, ze pewne zadania nie
moga wystgpi¢ na tym samym procesorze z pewnych powodow technologicznych.
Scislej, zakladamy, ze kazde zadanie moze by¢ w konflikcie z co najwyzej 4 innymi.
Ponadto, bez straty og6lnos$ci zaktadamy, ze kazde zadanie musi by¢ w konflikcie z co
najmniej jednym innym, gdyz zadania bezkonfliktowe mogg by¢ tatwo przydzielone
zachlannie do maszyn po utozeniu podstawowego harmonogramu. Nasze zadania wraz
z relacja konfliktow wyznaczaja pewien graf G. Przyjmujemy, ze graf ten jest
dwudzielny, za$§ jego stopien A(G), tj. maksymalny stopien wierzchotka, nie
przekracza 4. Na przyklad, wszystkie grafy pojawiajace si¢ na naszych rysunkach sa
dwudzielne. Zauwazmy, ze dwa zadania bedace w konflikcie moga by¢ wykonane w
przecinajacych sie¢ przedzialach czasowych. Grupa k zadan przydzielona procesorowi
M; bedzie wymagala czasu k/s;. Ponadto, bedziemy uzywali zapisu C(M;) na
oznaczenie czasu zakonczenia pracy przez procesor M;. Na mocy definicji, problem
nasz mozna przedstawi¢ jako podzial grafu G na 4 zbiory niezalezne I}, I, I5 1 .
Dlatego w dalszym ciggu bedziemy uzywali zamiennie termindéw zadanie/wierzchotek
oraz kolor/zbiér niezalezny. Poniewaz wszystkie zadania muszg by¢ wykonane,
problem sprowadza si¢ do takiego 4-pokolorowania grafu G, ze dlugosé
uszeregowania Cy,,x = max{|[;|/s;: i = 1,...,4} jest zminimalizowana. Uzywajac notacji
3-polowej nasz problem mozemy zapisa¢ jako Q4|p=1,G=bipartite|C ..

Poniewaz ten model szeregowania prowadzi do problemu NP-trudnego,
w nastepnym punkcie rozwazamy przypadek szczegdlny, gdy G jest kubiczny, t;.
regularny stopnia 3. W tym przypadku udato si¢ rozwigza¢ problem algorytmem
liniowym. W kolejnym punkcie rozwazamy grafy dwudzielne stopnia 4. Dla tych
grafow podajemy algorytm przyblizony dzialajacy w czasie O(n'”). Algorytm ten staje
si¢ optymalny, gdy s; > 12s, 1 s, = 53 = 54. Na marginesie odnotujmy, ze problem
szeregowania grafow kubicznych na 3 procesorach byt rozwazany w [3].

2. Grafy kubiczne

Najpierw wprowadzimy pojecia podstawowe 1 oznaczenia. Grafem kubicznym
nazywamy graf regularny stopnia 3. Niech bedzie dany graf G = (V,E); k-kolorowanie
grafu G jest odwzorowaniem jego wierzchotkéw w zbior {1,...,k} takim, ze konce
kazdej krawedzi maja rézne kolory. Najmniejsze k, dla ktorego G jest k-kolorowalny,
nazywamy liczbg chromatyczng gratu G 1 oznaczamy y(G). Mowimy, ze graf G =
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(V,E) jest sprawiedliwie k-kolorowalny, jezeli zbior jego wierzchotkow moze by¢
podzielony na k zbiordw niezaleznych Vi,...,V,cV (niektére moga by¢ puste) w taki
sposob, iz ||[V;|-V}||<1 dla wszystkich i,j = 1,...,k. Najmniejsze k pozwalajace na takie
pomalowanie wierzchotkéw nosi nazwe sprawiedliwej liczby chromatycznej y-(G).
Mowimy, ze graf G ma k-pokolorowanie poisprawiedliwe (k>3), jezeli istnieje podziat
jego wierzchotkbw na k zbiorow niezaleznych V,,...,V,cV taki, ze jeden z tych
podzbioréw, powiedzmy V;, jest rozmiaru roznego od Ln/k] i [n/k|, zag pozostaly
podgraf G—V; jest sprawiedliwie (k—1)-kolorowalny. W dalszym ciggu powiemy, ze G
ma (V,...,V;)-pokolorowanie, gdy bedziemy chcieli w sposob jawny wyrazi¢ podziat
zbioru V na k zbiorow niezaleznych. Jednakze, gdy wystarczy nam jedynie
podkreslenie mocy zbiorow tego podziatu, to uzyjemy zapisu [|V1,...,|Vi|]. Na przyktad
graf z rysunku 3 ma jedno 2-pokolorowanie sprawiedliwe typu [4,4], kilka 4-
pokolorowan sprawiedliwych typu [2,2,2,2], kilka 3-pokolorowan potsprawiedliwych
typu [4,3,1] itd.

W dalszym ciggu skupimy si¢ na wlasnosSciach chromatycznych grafow
kubicznych. Przede wszystkim zauwazmy, ze grafy kubiczne majg parzystg liczbe
wierzcholkéw oraz, ze

2<4(G)=%(G) < 4 (1)

dla dowolnego grafu kubicznego. Jednakze tutaj interesuje nas wytacznie przypadek
grafow bikubicznych, ktorych liczba chromatyczna wynosi 2. Grafy te majg tylko
jedno pokolorowanie typu [n/2, n/2], co oznacza, ze majg réwniez 4-pokolorowania
sprawiedliwe typu [[ n/4 |, [ n/4 ], Ln/4], Ln/4]]. Pokolorowanie to mozemy uzyskaé w
dwodch krokach: najpierw w liniowym czasie otrzymujemy (4,B)-pokolorowanie przy
okazji trawersowania grafu G metoda DFS, a nastepnie dzielimy oba zbiory 4 1 B
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Rys. 1. Graf Qs jako kostka 3-wymiarowa
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Rys. 2. (a) Sprawiedliwe 4-pokolorowanie Qs; (b) odpowiadajacy mu harmonogram
nieoptymalny, gdy s; =4, 5, =s,.1—1

Niech predkosci maszyn beda s; > s, > 53 > s54. Wowczas pokolorowanie
optymalne nie musi by¢ sprawiedliwe. Ogodlnie, tadunek na kazdej maszynie winien
by¢ proporcjonalny do jej szybkosci, przy czym tadunek na zadnej maszynie nie moze
przekroczy¢ n/2 zadan. Ale z drugiej strony nasze zadania sg niepodzielne, wiec liczba
zadan na kazdej maszynie musi by¢ catkowita. Dlatego, gdy s; > s,+s3+s,, to na M,
winniSmy potozy¢ doktadnie n/2 zadan, a pozostale procesory obcigzyc
proporcjonalnie do ich wzglednych predkosci, zaokraglajac tadunek na nich w gore
lub w dot w zaleznosci od tego, ktore rozwigzanie daje krotszy harmonogram. Jezeli
jednak nie ma tak wyraznej dominacji M; nad pozostatymi maszynami, to wszystkie
maszyny staramy si¢ obcigzy¢ proporcjonalnie do ich predkosci czynigc odpowiednie
zaokraglenia w ramach posiadanych mozliwosci, tj. pami¢tajac, ze sposrod czterech
maszyn muszg by¢ dwie, takie ze ich taczny fadunek wynosi doktadnie n/2 (a wowczas
zachodzi to tez dla pozostatych). Prowadzi to nas do algorytmu 1 dla szeregowania
grafow bikubicznych.

Algorytm 1. Szeregowanie dla grafow bikubicznych.

Wejscie: Graf bikubiczny G i 4 maszyny o szybko$ciach s> s, > 53> s4.
Wyjscie: Uszeregowanie optymalne.
1. Znajdz (I,J)-pokolorowanie grafu G.
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2. JeSlis|>s,+ 53+ 54, to 1dZ do punktu 7.

Oblicz ny = Yans /(s +s,), ny = Yans,/(s1+s2), n3 = Yans3/(s3 +54) 1 ny = Yansy/(s3 +s4).

4. Sprawdz, ktore z ponizszych rozwigzan cz¢sciowych gwarantuje lepsze
rozwigzanie dla M, 1 Mj: [rn1—|, n/2-] n1—|] czy [|_n1J, n/Z—I_nIJ] 1 nazwij go
OPT(1,2).

5. Sprawdz, ktore z ponizszych rozwigzan czgsciowych gwarantuje lepsze
rozwigzanie dla M; 1 Mjy: [|_n3—|, n/2- n3—|] czy [|_n3j, n/2—|_n3J] 1 nazwij go
OPT(3.4).

6. Przydziel M, <A, M, <-B, M5 «-C, M, <D, gdzie A,B sa zbiorami niezaleznymi
realizujgcymi OPT(1,2), za§ C,D sa zbiorami niezaleznymi realizujgcymi
OPT(3.4) i stop.

7. Oblicz ny = Yans,/s, ny = Yanss/s, gdzie s = s,+s3+s4.

8.  Sprawdz, ktore z ponizszych rozwigzan cze¢sciowych gwarantuje lepsze
rozwigzanie dla M, M5 1 My:

[rnz—L rn3—|, n/2- nz—l—rn3—|], [rn2—|, |_n3J, n/2- n2—|—|_n3J],
(Lnod, Trs ], 2Ly Hons 11, [Lnod, Lins ), mr2-Lny Hlns ]
i nazwij je OPT(2,3,4).

9. Przydziel M, «I, M, <A, M; «<B, M, «<C, gdzie A,B,C sa zbiorami

niezaleznymi realizujagcymi OPT(2,3.4).

W

Powyzsze rozwazania prowadza nas do nastgpujacego twierdzenia.
Twierdzenie 1. Algorytm 1 tworzy rozwigzanie optymalne w czasie O(n). O

Przyktad uzycia algorytmu 1 dla grafu kostki 3-wymiarowej z rysunku 1
podajemy na rysunkach 2 1 3.

3. Grafy podbikwartyczne

Pod pojeciem grafu podbikwartycznego rozumie¢ bedziemy graf dwudzielny
stopnia A = 4. Chen i Yan [2] udowodnili, ze grafy te maja 4-pokolorowanie
sprawiedliwe. W dalszym ciggu przez o(G) oznaczymy rozmiar najwigkszego zbioru
niezaleznego w G. W przypadku grafu dwudzielnego mamy o(G) > n/2. Z drugiej
strony maksymalna luka pomiedzy rozmiarami zbioréw niezaleznych wystepuje dla
KA. Zatem o(G) < nA/(A+1), za§ w naszym przypadku

a(G) < 4n/5 (2)
Zauwazmy, ze zbidr niezalezny o rozmiarze oG) moze by¢ znaleziony w grafie dwu-

dzielnym w czasie O(n'") poprzez wyznaczenie w kroku posrednim maksymalnego
skojarzenia w G [5].
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Rys. 3. (@) Niesprawiedliwe 4-pokolorowanie Qs;
(b) odpowiadajacy mu harmonogram optymalny, gdy s, =4, s5; = s;.,1—1

Problem szeregowania zadan na 4 maszynach jednorodnych jest w przypadku
ogo6lnym NP-trudny, o czym méwi

Twierdzenie 2 [4]. Problem Q4|p=1,G=bipartite|C,.x jest NP-trudny nawet wowczas,
gdy s, =s5,=1s3. O

Dowod polega na redukcji z problemu podziatu na ograniczone zbiory niezalezne [1].

Poniewaz nie jesteSmy w stanie poda¢ efektywnego algorytmu doktadnego, ktory
bylby uniwersalny, podamy efektywny algorytm przyblizony. W tym celu przyjmiemy
nastepujaca definicje uszeregowania idealnego, ktére jest oszacowaniem dolnym
uszeregowania optymalnego. Uszeregowanie, w ktorym wszystkie procesory koncza
prace w tej samej chwili czasu, nazywamy idealnym. Zauwazmy, ze dlugosé
uszeregowania idealnego wynosi n/s, gdzie s = s;+s,+s3+s4. Poniewaz liczba zadan na
kazdej maszynie musi by¢ catkowita, harmonogram optymalny nie musi by¢ idealny.

Niech s, > s, = 53 = s4. WOwczas jest rzecza naturalng, by najwigkszy zbidr
niezalezny przydzieli¢ procesorowi M;, za$§ pozostate zadania rozdzieli¢ réwno
pomigdzy pozostate maszyny. Ide¢ t¢ realizuje algorytm 2.
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Algorytm 2. Szeregowanie dla grafow podbikwartycznych.

Wejscie: Graf podbikwartyczny G o A(G) <4 oraz 4 maszyny o szybkos$ciach s;> s, =
§3= S4.
Wyjscie: Uszeregowanie optymalne/suboptymalne.
1. Znajdz zbior niezalezny /; o mocy a(G).
Jesli K;; jest podgrafem G 1 zawiera 6 wierzcholkow z sasiedztwa Kj s, to
dokonaj zamiany /; = [;U{v}—{u} jak narys. 4.

3.  Przydziel M, < I,.
4. Niech Gy, G, ..., G} bgdzie zbiorem sktadowych spdjnosci grafu G — 1.
5. Dla kazdego i = 1,2,...,k znajdz sprawiedliwe pokolorowanie (4,,B;,C;,) grafu G;,

gdzie
|4l <[ B <|C| < |4,+1.

6. Polacz odpowiednie zbiory niezalezne graféw G; tak, aby otrzymac sprawiedliwe
pokolorowanie (X, B, Y) grafu G — [}, gdzie B=B, U B, U ... UB,.

7. Przydziel M, <X, M5 <B, My<Y.

(a) (b)

u V u !

o Q @, o @, @
® @ ® L
o O O o @ G O @

Rys. 4. Graf Kj 5 1 jego sasiedztwo (czarne wierzchotki):
(a) przed zmiang; (b) po zmianie

Twierdzenie 3. Jezeli s, > 12s,, to algorytm 2 gwarantuje rozwigzanie optymalne.
Dowod. Niech [, bedzie zbiorem niezaleznym wyznaczonym algorytmem 2.
Pokazemy, ze A(G-I)) < 3. Jesli G byl stopnia co najwyzej 3, to nie ma czego
dowodzi¢. A wigc zatozmy, ze A(G) = 4 1 niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem
stopnia 4. Jesli dla kazdego takiego v mamy vel;, to oczywiscie A(G—1;) < 3. Jesli za$
dla pewnego v mamy v¢/;, to co najmniej jeden z jego sasiadéw, powiedzmy u, nalezy
do [, bo inaczej krawegdz {u,v} nie bylaby pokryta przez minimalne pokrycie
wierzchotkowe 1, na mocy twierdzenia Koniga [6], zbidr /; nie bylby maksymalny.
Zatozmy, bez straty ogodlnosci, ze s; = 12s,. Wowczas dlugos¢ uszeregowania
idealnego jest n/s = n/(15s,). Na mocy nieréwnosci (2) mamy |[,| < 4n/5. Zatem C(M,)
< 4n/5/12s, = n/(15s,), co jest rowne dlugosci uszeregowania idealnego. Z drugiej
strony algorytm 2 znajduje optymalne uszeregowanie na M,, M; 1 M, dzigki
sprawiedliwemu 3-kolorowaniu pozostatych wierzchotkow. Pokolorowanie takie
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wyznacza optymalne rozwigzanie cato$ci, poniewaz nie ma mozliwo$ci przeniesienia
jakiegokolwiek zadania z procesora M;, i = 1,2,3 na M,, skoro /; jest maksymalny. 0O

Twierdzenie 4. Jesli s,>5,>s3>s4, to algorytm 2 nie jest c-aproksymacyjny dla zadnego
skonczonego c.

Dowod. Pokazemy, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje instancja problemu szeregowania, dla
ktorej Crax/C*nax > ¢, gdzie C* ., jest dlugoscig rozwigzania optymalnego.

Niech ¢ bedzie dowolng stalg 1 niech s, = s, =s53=n/3, s4 = 1, gdzie n jest rzedem
grafu G. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze n jest wielokrotnoscig 6. Wowczas
optymalne pokolorowanie G jest typu [n/3, n/3, n/3, 0]. Prowadzi to do uszeregowania
o dhugosci 1. Jednakze algorytm 2 w najgorszym przypadku moze zwrdcié
pokolorowanie typu [n/2, n/6, n/6, n/6], co prowadzi do harmonogramu o dtugosci
Crax= C(My) = n/6. Zatem C,,,/C*.x = 1/6, co jest wigksze od ¢, gdy n > 6c¢. ]

W podobny sposdb mozna udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 5 [4]. Jezeli s; > 25, 1 5, = 53= 84, to algorytm 2 zwraca rozwigzanie o
dtugosci nie wigkszej niz 2C* .. O
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