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ALGORYTM WIELOMIANOWY DLA CYKLICZNEGO PROBLEMU PRZY-
DZIALU OPERACJI W DWUMASZYNOWYM GNIEZDZIE

Streszczenie. W artykule rozpatrujemy pewien wariant produkcji cyklicznej
z przezbrojeniami maszyn wchodzacych w sktad dwumaszynowego gniazda. Jed-
nym z etapéw procesu optymalizacji czasu cyklu jest rozwigzywanie problemu
przydziatu kazdej z operacji do jednej z maszyn gniazda, na ktérej bedzie ona
wykonywana. Liczba wszystkich takich przydziatéw jest wyktadnicza. Przedsta-
wiamy algorytm o wielomianowej ztozonoSci obliczeniowej wyznaczajacy opty-
malny przydzial operacji do maszyn.

POLYNOMIAL ALGORITHM FOR CYCLIC ASSIGNMENT PROBLEM IN
TWO-MACHINE NEST

Summary. In the paper a variant of cyclic production with setups and two-
machine nest is considered. One of the stages of the cycle time optimization pro-
cess is solving the problem of assigning each operation to the machine on which
it will be carried out. The total number of such assignments is exponential. We
propose a polynomial time algorithm finding the optimal operations to machines
assignment.

1. Wstep

Elementami wielu systeméw wytwarzania sa gniazda wyposazone w maszyny
tego samego typu, lecz o réznych wydajnosciach. Obrabiane elementy, w ustalonej ko-
lejnosci, przechodza przez gniazdo i sa wykonywane na jednej z tych maszyn. W cy-
klicznych problemach szeregowania, pewien ustalony zbi6r zadan (w skrécie MPS, ang.
Minimal Part Set) jest wykonywany wielokrotnie, tj. kazda operacja zadania jest wy-
konywana na tej samej maszynie cyklicznie, co pewien okres czasu zwany czasem Cy-
klu (obszerne wprowadzenie w problematyke szeregowania cyklicznego zawiera pra-
ca Kampmeyera [4]). Na dlugos$¢ czasu cyklu, ktéra jest zazwyczaj minimalizowana,
maja bezposredni wplyw czasy wykonywania przez poszczeg6lne maszyny przydzie-
lonych do nich operacji. Jezeli w rozpatrywanym problemie uwzgledniamy dodatkowo
przezbrojenia maszyn pomigdzy kolejno wykonywanymi operacjami, wowczas wyzna-
czenie minimalnego czasu pracy maszyny (permutacji operacji) jest problemem silnie
NP-trudnym, bowiem sprowadza si¢ do rozwigzania problemu komiwojazera (Bozej-
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ko, Uchronski, Wodecki [1]). W przypadku, gdy operacja moze by¢ wykonywana na
jednej z wielu maszyn tworzacych gniazdo, problem wyznaczenia czasu wykonywa-
nia wszystkich operacji jest znacznie bardziej ztozony. Nalezy bowiem dokonaé: (a)
przydziatu operacji do maszyn, a nastgpnie (b) ustali¢ kolejno$¢ wykonywania operacji
przez kazda z maszyn tak, aby zminimalizowac czas wykonywania wszystkich opera-
cji (Sawik [6], Bozejko, Wodecki [2]). Przeglad cyklicznych probleméw szeregowania
pod katem ztozonoSci rozwiazujacych je algorytméw oraz réznorodnych dodatkowych
znalez¢ mozna w pracy Levner i in. [5].

W pracy rozwazamy problem minimalizacji czasu wykonywania operacji w dwu-
maszynowym gnieZdzie bedacym elementem cyklicznego elastycznego systemu wy-
twarzania (doktadny opis przedstawiono w pracy Bozejko, Wodecki [2]). Czas ten ma
bezposredni wptyw na wielko$¢ czasu cyklu. W tym przypadku wszystkich mozliwych
przydziatow jest 2°, gdzie o jest liczba operacji. Przedstawiamy algorytm o wielomiano-
wej ztozonoSci obliczeniowej wyznaczania minimalnego czasu wykonywania operacji
w dwumaszynowym gniezdzie. Moze on by¢ takze stosowany do obliczania ograniczen
optymalnego czasu cyklu dla probleméw z wigksza liczba maszyn w gniezdzie.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrywany problem polega na znalezieniu takiego przyporzadkowania opera-
¢ji do jednej z dwoch maszyn, by czas wykonywania w cyklicznej produkcji pojedyn-
czego MPSa byl najkrotszy. Bardziej formalnie, problem mozna sformutowaé w naste-
pujacy sposob: dany jest zbior operacji O = {1,2, ..., 0}, ktére nalezy wykonywac na
maszynach ze zbioru M = {1, 2} tworzacych gniazdo. Kolejnos¢ wykonywania opera-
cji przedstawi¢ mozna za pomoca permutacji 7 = (m(1),7(2),...,m(0)). Dla uprosz-
czenia, bez utraty ogélnosci przyjeto m = (1,2,...,0). Kazda operacje i € O nalezy
wykonywac nieprzerwanie na maszynie [ € M przez p. czasu, przy czym maszyna mo-
ze wykonywac¢ jednoczesnie co najwyzej jedng operacje. Przydzial operacji do maszyn
P = (21, 2,), okreslony jest przez dwa roztaczne zbiory Z;, Z, operacji, wykonywa-
nych odpowiednio na maszynach 11 2, Z; U 25 = . Zbiér wszystkich mozliwych

przydziatéw
P= U {(E =1 2=0\{I}}, (1)
Ie?(0)

gdzie P(O) jest zbiorem potggowym o mocy |P| = 2°. Dla ustalonego przydziatu P,
przez krotke

mp = (mp(1),7p(2), ..., mp(|7p|)), L € M (2)
oznaczono kolejno$¢ wykonywania operacji na maszynie [, a przez vp(i) maszyng na
ktérej wykonywana jest operacja i. W pojedynczym MPSie, pomigdzy wykonywaniem
kazdych dwéch kolejnych operacji na maszynie [ € M, nalezy wykona¢ przezbrojenie.
Czas przezbrojenia

Dodatkowo, ze wzgledu na cykliczny charakter problemu, przed rozpoczgciem wyko-
nywania pierwszej operacji na kazdej z maszyn, musi zosta¢ wykonane przezbrojenie

sz NCIRIRE [ € M z ostatniej operacji MPSu na pierwsza z nastgpnego. Niech s%(i)
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bedzie przezbrojeniem maszyny przed wykonaniem operacji ¢ € (0. Wartos¢ tego prze-
zbrojenia na maszynie vp(i) dla przydziatu P

dlai={1,2,...,|7b| — 1}

, e M. 4
by dlai=Imp .

Rozwigzanie rozpatrywanego problemu sprowadza si¢ do wyznaczenia przydzia-
tu operacji do maszyn oraz czasOw rozpoczecia i zakonczenia wykonywania operacji
w kolejnych MPSach. Przez S* = (S}, S5,...,5%) oznaczono momenty rozpoczecia,
aprzez C* = (C7,C3,...,C?) zakonczenia wykonywania operacji w z-tym MPSie.
Ciagi te musza spetniaC nastepujace ograniczenia:

VieO CF=S8"+pr", (5)
ViceO SFTl =S4T, (6)
Vie O\ {1} S5%>C, +sp(i—1), (7)
ST > CF + s3(0), (8)

gdzie x oznacza numery kolejnych MPS6w, a 1" jest czasem cyklu (niekoniecznie opty-
malnym). Ograniczenie (5) wymusza ciagto$¢ wykonywania operacji, rtéwnanie (6) cy-
klicznos$¢, nieréwnosé (7) dotyczy przezbrojeri w ramach MPS, a nieréwnosc¢ (8) prze-
zbrojen pomigdzy MPSami.

Dla przydziatu P, niech T'(P) oznacza minimalny czas pracy gniazda (czas cy-
klu), dla ktérego istnieja ciagi S* i C* spetniajac ograniczenia (5)—(8). Latwo zauwazy¢,

e
0

T(P) =Y (7 + 55() )
i=1
Problem sprowadza si¢ do wyznaczenia P* € P, minimalizujacego (9).

3. Model grafowy

Niech PZ oznacza zbiér przydziatéw w ktérych wszystkie operacje sa wykony-
wane na doktadniej jednej z dwéch maszyn. W tym przypadku obliczenie T'(P) moze
by¢ wykonane w czasie O(0). W dalszej czgsSci pracy, o ile nie napisano inaczej, rozwa-
zane beda przydziaty ze zbioru P\ PZ.

Ponizej przedstawiamy konstrukcje grafu, ktéry wykorzystamy do wyznaczenia
przydziatu ze zbioru P \ P? minimalizujacego (9). Graf skierowany A definiujemy
nastepujaco:

A=WUuUW, gUé). (10)

gdzie Wi W' sa zbiorami wierzchotkéw, a £ i £’ zbiorami tukéw, przy czym

20

w=U U4} w=uU U i (1)
iEM j=1 1EM j=0+1 .

o U U oUI LOJ {(ia,jb>}7 g = U U U U {(ia,jb)}. (12)

aEMbeM\{a} i=1 j=i+1 aEMbeM\{a} i=2 j=o
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Wierzchotek * € )V odpowiada operacji ¢« wykonywanej na maszynie @, natomiast
wierzchotek j* € W' odpowiednio kopii operacji j — o z kolejnego MPSa. Zbidr £ to
zbiér tukéw pomiedzy wierzchotkami ze zbioru W, natomiast £ to zbiér tukéw pomie-
dzy wierzchotkami ze zbior6w W i W'. Przyktad takiego grafu A dla liczby operacji
o = 5 przestawiono na rysunku 1.

12 22 32 42 52 62 72 82 92 102
O

O
1! 21 31 41 51 6! 7! 81 9l 10!

Rys. 1. Graf Adlan = 5.

Wierzchotki w grafie A nie sa obcigzone wagami. Z kolei waga tuku (z’“, jb) €

E U &' jest réwna sumie czaséw wykonywania oraz przezbrojeri dla operacji (lub ich
kopii) od ¢ do j — 1, 1 wyraza si¢ wzorem

j—1
a - b b
d (Zaajb) =i +5it 2 <Plk + S/k,k+1) ; (13)
k=i+1
gdzie s’ ?J jest przezbrojeniem migdzy operacjami odpowiadajacymi wierzchotkom ¢ i
b
J

1a

8’ = S{(i=1) mod 0)+1, ((j—1) mod 0)+1» @ € M, 1 € O, j € O\ {i}, (14)
natomiast p'; jest czasem wykonywania operacji reprezentowanej przez wierzchotek i
p/? = p?(ifl) mod 0)+1> @ € M? 1€0. (15)

Dla dowolnego przydziatu P € P\ PZ przez 7l = (7p(1), 7p(2), ..., 7h(|7|))
oznaczono krotke zawierajaca wszystkie operacje po ktérych nastgpuje zmiana maszyny

Vi e O\ {o} wvp(i) #vp(i+1) =i € 7, (16)
vp(0) #vp(l) = 0 € 7p, (17)
w ktdrej zachowana zostala takze kolejnos¢ wykonywania operacji z 7. Z kolei przez
v(P) = (n(P),va(P),. ..,V 1+1(FP)) oznaczono Sciezke w grafie A, gdzie wierz-
chotki Sciezki
7 (k) vr (e (k) dlak e {1,2,.... |70},
Vk(P) — P/( ) op(ro(1) { / | Pl} (18)
(mp(1) + o)vrire dlak = |7p| + 1.
Definicja 1. Sciezke (i%, (i +1)%, (i +2)%,...,(i4+0)%), a,b€ M, a# b, i € O\ {0}
w grafie A nazywamy Sciezkq wyroznionq. Zbior wszystkich takich Sciezek oznaczamy
przez N.
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82 92 102 112 122

ito2t 3t o4t 5t ot 78t oot 10t 11t 12!
Rys. 2. Przyktad wyrdznionej $ciezki z grafu A.

Przyktad wyrdznionej Sciezki dla przydziatu P = ({1,4,6}, {2,3,5}) oraz liczby ope-
racji o = 5 pokazano na rysunku 2. Czarnymi punktami zaznaczono przydziat.

Lemat 1. Kazda wyrdzniona Sciezka ;1 € N odpowiada pewnemu przydziatowi P €
P\ PZ. 4.
VueN,IPcP\P? u(P) =y (19)

Dowéd. Wezmy dowolna wyrézniong Sciezke p = (puy = i%, o, . .., piyy = (7 + 0)*)
taczaca wierzchotki i* i (i + 0)*, 1 < i < o0, a € M. Definiujemy ciagi ¢ oraz v w
taki sposob, ze dowolny wierzchotek Sciezki p, € p mozna wyrazi€ za ich pomoca jako
e =ik, ke {1,2,...,|ul}. Latwo zauwazy¢, ze dla przydziatu P = (Z,, Z;), gdzie

lel/2 o
Za:{17"'7301}U{()0|<,0|—1+17"‘7n}u U U {l}azb:O\Za; (20)
k=1 l=por_1

oraz a = 1, zachodzi v(P) = p.

Lemat 2. Dla dowolnego przydziatu P € P\ PZ, scieka v(P) w grafie A jest scietkq
wyrozniong, tj.
VPeP\P? JueN v(P)=yp. (21)

Dowéd. Lemat 2. w sposéb oczywisty wynika z definicji Sciezki v(P). n

Twierdzenie 1. Funkcja f : P\ P? — N, f(P) = v(P) jest wzajemnie jednoznaczna.

Dowdd. Funkcja f musi spetniac nastgpujace wtasnosci wzajemnej jednoznacznosci:

VueN,3IPcP\P? f(P)=v(P)=nyu, (22)
VP eP\P? 3ueN f(P)=v(P)=p, (23)
VP, P, e P\ P? f(P)=f(P) & P =P, (24)

Zlematoéw 2.1 1., réwnania (22) oraz (23) sa spetnione. Rozwazmy pierwsze |v(P)| —1
wierzchotkéw $ciezki v(P). Z definicji vy, (P) = wh(k)Pmr®) ke {1,2,... |vp| —
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1}. Poniewaz kolejnosé 7', zawiera wszystkie operacje po ktérych nastgpuje zmiana
maszyny, wigc fatwo zauwazyc, ze

VPl,PQ € 7) (Pl = (Zl,ZQ)/\PQ = (O\Zl, O\ZQ)\/Pl = PQ) = ﬂ';ol = 7T/P)2. (25)
Dla przypadkéw P, = (21, 25), Po = (O \ 21,0 \ Z) rézne wartosci przyjmuje z
kolei vp, (k) # vp,(k), k € O. Stad warunek z réwnania (24) jest spetniony. n

Konsekwencja twierdzenia 1. jest istnienie funkcji odwrotnej do f, g(f(P)) =
P, P € P\ P%. Funkcja g wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowuje dowolna wy-
rézniong Sciezke przydziatowi ze zbioru P\ PZ.

Lemat 3. Dla dowolnego przydziatu P € P\ PZ, suma wag tukéw wyrdzinionej sciezki
v(P) jest rowna minimalnemu czasowi pracy gniazda T'(P)

d(v(P)) = T(P). (26)
Dowéd. Dowdd polega na obliczeniu sumy wag tukéw Sciezki v(P)
|| =1
d(v(P)) = kZ_:l d((vi(P), V11 (P))) + d((Vjw| (P), Vi 41(P))), (27)

R ¥(P)

gdzie X (P) jest sumg wag tukow nalezacych do zbioru £, a Y (P) do zbioru £'. War-
tosci X (P) i Y (P) mozna wyznaczy¢ za pomocg réwnania (13). Po przeksztatceniach
(szczegbdtowo opisanych w raporcie [3]), otrzymujemy:

mp(|7pl)—1 0

AwP) = X(P)+Y(P) = > (o™ +spm) + X (o +s2h) +
k= (1) k=mp(I7p|)
mp(1)-1 i 0 (k)
£ (P esam) = 30 (030 +s2m) . @8)
k=1 k=1
Poréwnujac réwnanie (28) z (9), otrzymujemy d(v(P)) = T'(P). L

Twierdzenie 2. W grafie A, wyrdzniona Sciezka o najmniejszej wadze odpowiada przy-
dziatowi minimalizujgcemu czas pracy gniazda T(P) dla P € P\ PZ, 1.

arg max{d(p)} = v(arg Pg;%};ZmP)}) (29)

Dowdd. Z lematu 3. i twierdzenia 1., mamy:

argr&%{d(u)}tvél' arg  max  {d(u)} =

pe U {v(P)}
PeP\PZ
:V(arg max {d(v(P))}) 1m:'S'I/(atl"g max {T<P)})
PeP\P? PeP\PZ

Oczywistym nastgpstwem twierdzenia 2. jest rtOwnanie

maxid(p)} = Pg%z{T(P)}- (30)
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4. Metoda wyznaczania optymalnego przydziatu

Algorytm wyznaczajacy optymalny przydzial P* € ‘P sklada si¢ z trzech krokow:
Krok 1 Zbudowa¢ graf A oraz wyznaczy¢ wagi wszystkich tukéw.

Krok 2 Dla kazdej pary wierzchotkéw (%, (i +0)%), i € O\ {0}, a € M wyznaczy¢
Sciezke o najmniejszej wadze z i* do (i + 0)®. Z wyznaczonych Sciezek, wybrac ta
o najmniejszej wadze. Ustali¢ odpowiadajacy jej przydziat P, € P\ PZ.

Krok 3 Wyznaczy¢ czas pracy gniazda T'(P) dla osobno rozpatrywanych przypadkéw
P, = @) Py = (O, 0). Obliczy¢ P* = i T(P)}.
» = (0, O) oraz P3 = (O, 0) iczy¢ arg pe{fa?,%,g}{ (P)}
W kroku 2. algorytmu, na mocy twierdzenia 2., wyznaczana jest wyrdzniona Sciezka (a
tym samym przydzial) o wadze
in {d(v(P))} = in {T'(P)}. 1
Pg;\rlgz{ (v(P))} ngl\rjgz{ (P)} (31)
W kroku 3. obliczane sa wartosci T'(P) dla P € PZ, stad algorytm wyznacza rozwiaza-
nie optymalne.

Twierdzenie 3. Dla problemu przydziatu operacji do maszyn, przydziat P* minimalizu-
jacy czas pracy dwumaszynowego gniazda T'(P) mozna wyznaczy¢ w czasie O(03).

Dowéd. Dowdd polega na analizie ztozonoSci obliczeniowej opisanego wyzej algoryt-
mu. Krok 1. polega na wyznaczeniu O(0?) wag tukéw, przy czym kazda z tych wag
jest sumg O(o0) skladnikéw, stad jego zlozonos¢ obliczeniowa O(0?). Krok 2. moze
by¢ zrealizowany przez wyznaczanie najdtuzszych Sciezek od wierzchotkéw poczat-
kowych do kolejnych wierzchotkéw (wedlug kolejnosci topologicznej). Dla kazdego
z O(o) wierzchotkéw poczatkowych, obliczana jest najkrétsza Sciezka do kazdego z
O(o) wierzchotkéw. Poniewaz do kazdego wierzchotka dochodzi O(o) tukéw, ztozo-
nos$é kroku 2. wynosi wigc O(0%). Krok 3. sprowadza si¢ do wyznaczenia czasu pra-
cy gniazda dla osobno rozpatrywanych przydziatéw z P#. Mozna je obliczy¢ ze wzo-

ru (9) w czasie O(o0). Ostatecznie, ztozono$¢ obliczeniowa catego algorytmu wynosi
O(0%) + O(0%) + O(0) = O(0%). n

5. Eksperymenty obliczeniowe

Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe zaproponowanej metody. Algorytm
zaimplementowano w jezyku C++, jako kompilatora uzyto Microsoft Visual Studio
2015. Program uruchomiono na komputerze PC wyposazonym w procesor Intel Core
17-4930K CPU @3,4GHz oraz 32GB pamigci RAM. Wygenerowano losowe przyktady
o liczbie operacji od 10 do 480. Wyniki pomiaréw czasOw obliczen przedstawiono na
wykresie 3 oraz w tabeli 1.

Otrzymane wyniki s3a zgodne z wyznaczong teoretycznie ztozonoScia oblicze-
niowa. Czasy obliczen dla liczby operacji o < 80 sa krétsze od 1s, co pozwala na
stosowanie metody jako podprocedur wielopoziomowych algorytméw rozwiazywania
probleméw cyklicznych.
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— ) Tabela 1
— 107} | Zalezno$¢ czasu wykonywania algorytmu ¢
'S od liczby operacji.

S 100 . ol tis] T o | ts] I o | t@s)
) 10 | 0.0004 || 120 | 5.0841 || 320 | 256.40
2 5 20 | 0.0044 140 | 9.4156 || 340 | 326.64
I 1077 —e— dane pomiarowe || 30 | 0.0209 || 160 | 16.053 || 360 | 410.53
o — 40 | 0.0642 || 180 | 25.709 || 380 | 509.12

5 3
—— — .

104 L | t(o? 1’12 19 o 50 | 0.1548 || 200 | 39.187 || 400 | 625.23
0 100 200 300 400 50 60 | 0.3183 || 220 | 57.334 || 420 | 762.52

Rys. 3. Zalezno$¢ czasu wykonywania al-|| 100 | 2.4623 || 300 | 198.09

. - 70 | 0.5870 || 240 | 81.167 || 440 | 917.27
liczba operacji o 80 | 1.0000 || 260 | 111.50 || 460 | 1101.4
90 | 1.6141 || 280 | 149.93 || 480 | 1293.2

gorytmu ¢ od liczby operacji.

6. Podsumowanie

W artykule rozwazamy cykliczna prace dwumaszynowego gniazda produkcyj-

nego z uwzglednieniem czasOw przezbrojen. Przy zatozeniu, ze ustalona jest kolejnos$¢
wykonywania operacji udowodniliSmy, iz optymalny przydzial operacji do maszyn moz-
na wyznaczy¢é w czasie O(0?), gdzie o jest liczba operacji, choé mozliwych przydziatéw
jest wyktadnicza liczba. W dalszych badaniach planujemy rozszerzy¢ nasze rozwazania
na gniazda z wigksza niz dwa liczba maszyn.
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