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WPLYW NIEDOKEADNOSCI PARAMETRYCZNY CH NA WYKEADNIKI LA-
PUNOWA DYSKRETNEGO UKLADU LINIOWEGO O ZMIENNYCH WSPO-
CZYNNIKACH

Streszczenie. W pracy rozwazamy wplyw zaktécen parametrycznych na maksy-
malny wyktadnik Lapunowa dyskretnego uktadu liniowego o zmiennych wspoét-
czynnikach. Gléwny wynik pracy podaje wartoS¢ gornej granicy zmiennoSci
maksymalnego wyktadnika Lapunowa pod wpltywem dowolnie matych zakiécen.

THE INFLUENCE OF PARAMETRIC UNCERTAINTY ON THE LYAPUNOV
EXPONENTS OF THE DISCRETE TIME-VARYING LINEAR SYSTEM

Summary. In the paper we consider the influence of parametric uncertainties
on the maximal Lyapunov exponent of discrete time-varying linear system. The
main result of the work gives the exact upper limit of the variation of maximal
Lyapunov exponent, under the influence of arbitrary small disturbances.

1. Wprowadzenie

Rozwazmy dyskretny uktad liniowy o zmiennych wspéiczynnikach

z(n+1)=AMn)z(n), z(n) R’ neNy=NU{0}, (1)
gdzie (A(n)), oy jest ograniczonym ciagiem macierzy odwracalnych stopnia s takim, ze
ciag (A‘l(n))neN jest ograniczony. Oznaczmy

max{ sup [|[A(n)||, sup HA_I(n)H} = a.
neN neN

Przez ||-|| bedziemy oznaczaé normg¢ Euklidesowa w przestrzeni R® oraz indukowana
przez nig norm¢ operatorowa. Macierz tranzycji ® 4 uktadu (1) zdefiniowana jest jako

Dy(n, k) =A(n —1)..A(k), jezeli n >k,

da(n,n) =1, oraz ®u(n,k) =0, (k,n) jezeli k> n,

gdzie I jest macierza jednostkowa stopnia s. Dla warunku poczatkowego x(0) = xy €
R* rozwiazanie uktadu (1) bedzie oznaczane jako (z(n, zp)),,cy > @ zatem

x(n,xg) = Pa(n,0)xo.
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W pewnych fragmentach naszej pracy wygodnie bgdzie postugiwac si¢ oznaczeniem
(x(n, k,x1)),cy dla rozwiazania uktadu (1) takiego, ze

xz(n, k,xp) = x (n,®4(0,k)xy) .

Dla zy € R®, o # 0 wykladnikiem Lapunowa A 4(x¢) rozwiazania (z(n, zo)),,cy ukta-
du (1) jest z definicji liczba

— 1
AMzo) = lim —In ||z(n, zo)]| -
Tl—>OOn
Wiadomo [1], ze zbiér wszystkich wyktadnikéw Lapunowa rozwiazan uktadu (1) za-
wiera co najwyzej s elementéw. Ponumerujmy je rosnaco:

—00 <A (A) <X (A) <...< A (A) < o0

Wiadomo réwniez [4], ze najwigkszy z wyktadnikéw Lapunowa rozwiazan uktadu (1),
ktéry bedziemy oznacza¢ \;(A), moze by¢ wyrazony w nastepujacy sposob:

1
Ag(A) = lim —In[|@4(n, 0.

Wyktadniki Lapunowa charakteryzuja eksponencjalne tempo wzrostu lub malenia tra-
jektorii uktadu (1), w szczegdlnoSci najwigkszy z nich charakteryzuje eksponencjalng
stabilno$¢ uktadu (1) zgodnie z nastgpujacym twierdzeniem.

Twierdzenie 1. [4]. Uktad (1) jest eksponencjalnie stabilny wtedy i tylko wtedy gdy
Ag(A) < 0.

Czgsto w zastosowaniach praktycznych wspoiczynniki uktadu (1) nie sa znane
doktadnie, a jedynie z pewnym przyblizeniem. Rozpatrujemy wéwczas uktad

y(n+1) = (A(n) + Q(n))y(n), y(n) € R*,n €N (2)

gdzie (Q(n)),,cy jest ciagiem macierzy kwadratowych stopnia s z pewnej klasy 90 roz-
patrywanych zaki6cen. Ciag (Q(n)),,oy reprezentuje wowczas niedoktadnosci parame-
trow. Uklad (2) dalej bedziemy nazywali uktadem zakt6conym. Jego macierz tranzycji
bedziemy oznaczac przez P 4, wyktadniki Lapunowa

MA+Q)<A+Q)<...< N (A+Q),

a najwigkszy wyktadnik Lapunowa przez A(A + Q).

Pod wpltywem macierzy (), wyktadniki Lapunowa uktadu (1) moga zmieniac si¢
w sposOb nieciagly [2], [3]. Jest mozliwym, ze skonczony skok wyktadnikéw Lapu-
nowa oryginalnego uktadu (1) odpowiada dowolnie matej wielkosci sup ||Q(n)||. W
szczegOlnosci istniejq uktady eksponencjalnie stabilne i eksponencjalnie dazace do zera
zaktocenia takie, ze uktad zakidcony nie jest stabilny [3].

Dla ustalonej klasy zaktocen 901 wprowadzmy nastepujaca wielkoS¢

Ay (M) =sup{N\(A+A): AeM}.

Bedziemy ja nazywac gorna granica zmiennosci wyktadnika Lapunowa uktadu (1) dla
zaktocen z klasy 9.
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Wyznaczenie goérnej granicy zmiennoSci wyktadnikéw Lapunowa dla r6znych
klas zaktdcen jest jednym z gtéwnych tematéw badawczych zwiazanych z wykladnika-
mi Lapunowa. Ten problem dla uktadéw ciagtych i réznych klas zkatdcen zostal roz-
wigzany przez matematykow rosyjskich i biatoruskich, a obecny stan wiedzy zostat wy-
czerpujaco opisany w monografii [6].

Dla dyskretnej wersji tego problemu znane sa jedynie gérne oszacowania dla
gbrnej granicy zmiennosci wykladnikéw Lapunowa dla r6znych klas zakiécen [4]. Ta
praca jest pierwsza, w ktorej pokazujemy doktadng wartos¢ dla tak zwanych dowolnie
matych zaktécen zdefiniowanych ponize;j.

Rozwazmy zbidr

M, =1{Q = (Q(n))nen « Q| < a} (3)

gdzie | Q|| ., = sup ||Q(n)|| . Odnotowana powyzej nieciagtos¢ wyktadnikéw Lapunowa
jako funkcji wspétczynnikéw oznacza, ze dla pewnych uktadéw (1) granica

lim A (9,) = lim ( sup Ag (A+ Q)) (4)

=07 =07 \llAll.<q
moze nie by¢ réwna A (A) . W tej pracy wyznaczymy doktadng warto$¢ tej granicy.
2. GIéwny wynik
Wprowadzmy nastgpujaca definicjg.

Defincja 1. Wyktadnikiem centralnym uktadu (1) nazywamy liczbe

1 1 n=l
QA) = limﬁ (hm ZlnHCI)A (N +1, 2)||)

N—o0 n—oo

W pracy [5] pokazano, ze definicja ta jest poprawna (istnieje granica) oraz po-
kazano kilka alternatywnych formut dla wyktadnika centralnego. Formuty te podaje po-
nizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Istniejq granice

.1
]\}gnooﬁ (nh_{&n > In||[®a(N +1, Z)H)

1 1! |
Nim (Jggon > In|[@a((i+1) ,ZN)II),

oraz sq rowne

1
infﬁ (hm Zlan)A (N + 1, z)H)

NeN n—oon, ¢

1 1 n=l
ian (hm ZlnHCI)A((z—i—l)N,iN)H).

NeN
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Zwiazek pomigdzy gérna granica zmiennosSci wyktadnikéw Lapunowa dla rozpa-
trywanej klasy zaktdcen 1 wyktadnikiem centralnym podaje twierdzenie udowodnione w

pracy [4]:

Twierdzenie 3. Zachodzi nieréownos¢

lim ( sup Ag (A+A)> < Q(A). (5)
0=0% \j|All <o

Gtéwny wynik, ktéry udowodnimy w tej pracy mowi, ze w nieréwnosci (5) za-
chodzi réwnos¢. Wynik ten uzyskamy adaptujac do uktadéw dyskretnych tak zwang
metoda powrotéw Milionschikova wprowadzona w pracy [7] dla uktadéw ciagtych.

W tym celu wprowadZmy nastgpujaca definicj¢ 1 udowodnijmy pewien lemat.

Defincja 2. Dia € > 0 rozwiqzanie (x(n, x)),,cy Uktadu (1) nazywa si¢ e—szybkim na
odcinku [k, m] , jezeli

[2(m, zo) || > sine |4 (m, k)|| [|x(k, zo)]

W przeciwnym razie rozwiqzanie (x(n, &o)),, .y hazywamy e—wolnym na odcinku [k, m).
Jezeli zachodzi rownos¢

l(m, zo) [| = ([ ®4 (m, k)| l2(k; zo)ll
to rozwiqzanie (x(n, x¢)), o hazywamy maksymalnym na odcinku [k, m] .

Rozwiazanie maksymalne istnieje na kazdym odcinku [k, m] . Istotnie, jezeli xj
jest takim wektorem dtugosci 1, ze

[P a (m, k)| = [[®a (m, k) 2],
to dla rozwiazania (x(n, k, z,)), .y mamy

[ (m, ks x| = [|@a (m, k) wxl| = (|4 (m, B) [} [[2(k, zo0)]]

Lemat 1. JeZeli (x(n, xo)),,cy jest e—szybkim na odcinku [k, m| rozwiqzaniem uktadu
(1), to istnieje macierz zaktoceri (Q(n)), .y r0Zna od macierzy zerowej tylko w punkcie
k—1iw tym punkcie spetniajqca nieréownosé ||Q(k — 1)|| < (2a+1)e oraz taka, zZe uktad
zaktécony (2) ma e—szybkie na odcinku [k, m] rozwiqzanie (y(n,vo)), .y Spetniajace
warunki:

neN
y(k —1,y0) = x(k — 1, z0)i ly(k, o) | = [z (k, zo)]| -

Dowdd tego lematu jest dlugi, techniczny i bedzie zaprezentowany w innej pu-
blikacji. Ponizsze twierdzenie zawiera gtéwny wynik tej pracy.

Twierdzenie 4. Zachodzi rownos¢

lim ( SUp Ag (A+Q)) = Q(A). (6)

0=0" \ Q| <6
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Dowéd 1. Na mocy twierdzenia 3. wystarczy udowodnié, Ze dla dowolnego € > 0 ist-
nieje ciqg zaktocen (Q(n)),, oy taki, Ze

sup [|Q(k)|| < e
keN

A (A+Q)>Q(A) —e.

Ustalmy ¢ > 0, oznaczmy

i wybierzmy N € N takie, ze

gdzie
1
Qn (A) = hm—Zln||<I>A((2+1)N,iN)||.

n—oo n i—0
Ciqg macierzy zaktocer (Q(n)), oy bedziemy konstruowali indukcyjnie wzgledem i €
No na odcinkach [iN, (i + 1) N|. W i-tym kroku macierz zaktoceri i rozwiqzanie
(y(n,90)),,en bedziemy budowaé na odcinku [iN, (i + 1) N|, przy czym w i + 1— szym
kroku bedziemy, by¢ moze, zmienia¢ (QQ(n)), .y w punkcie (i + 1) N — 1, a rozwiqzanie
(y(1n,%0) ) e W punkcie (i + 1) N, ale w kolejnych krokach zmian tych wartosci na tym
odcinku nie bedziemy juz dokonywac.

Zdefiniujmy jako Q(0) = 0, a jako y(0) = yo weZmy dowolny wektor niezerowy.
Przypusémy, ze zrobilismy juz krok i — 1, to znaczy Q(n) i y(n, yo) sq juz zdefiniowane
dlan =0,1,....i¢N. Zdefinujmy i—ty krok.

JeZeli rozwiqzanie (x(n, %)), oy Uktadu niezaktoconego (1) takie, Ze x(iN) =
y(iN) jest 0—szybkie na odcinku [iN, (i + 1) N|, to definiujemy Q(n) = 0i y(n,yo) =
x(n,zg)dlan = iN+1, ..., (i + 1) N. W przeciwnym wypadku, to jest jezeli rozwiqzanie
(x(n, 20)),,cn jest na 6—wolne na odcinku [iN, (i + 1) N, to zgodnie z lematem znajdzie
sig w punkcie zaktocenie Q) ((i + 1) N — 1) takie, Ze

Q)| < 6(2a +1) =

i rozwiqzanie (y(n,Yo)), ey Uktadu zaktéconego przedtuione na odcinek [iN, (i + 1) N|
jest 0—szybkie na odcinku [iN, (i + 1) N]. Ponadto zgodnie z lematem rozwiqzanie
(y(n,90)),en Okreslone na i — 1—szym kroku i zmienione w i-tym kroku pozostaje
d—szybkie na odcinku [(i — 1) N,iN]. Dlatego skonstruowany w ten sposéb uktad za-
ktécony (2) z macierzq @ = (Q(n)),,cy Spetnia nieréwnos¢

QR < e

dla wszystkich k € Ny oraz jego rozwiqzanie jest 6—szybkie na odcinku [iN, (i + 1) N]|.

Dlatego rozwiqzanie (y(n, o)), cn Spetnia nieréwnosé

[y (G + 1) N)|| = sind [|@4 (i + 1) N,aN)[ ]y GN)I[, i € N.
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Stosujqc te nierownos¢ wielokrotnie otrzymamy, Ze dla wszystkich n € N zachodzi nie-
rownos¢ '
n—
ly (RN > (sind)" [ly ()] TT 194 ((i 4+ 1) N, iN)]|
i=0
zatem

n—1

In ||y (nN)|| > nlnsind +In |y (0)]] + >_ In |4 ((i + 1) N,iN)|
1=0

1 Insind  In ||y (0)] 1 . :
—1 N)|| > In||® 1) N,iN)| .
il @) > =5+ LS o (1) )|

Przechodzqc w powyzszej nierownosci do granicy gornej gdy n — oo, uwzgledniajqc
nierownos¢ (9) i fakt, ze

— 1
A(A) > T In [ly (V)]

n—oo N'n
dostajemy: i s
MA+Q) > ==+ Q(4) - .

Teza twierdzenia wynika teraz z nierownosci (8). Dowdd jest zakoriczony.
Z ostatniego twierdzenia wynika nastgpujacy wniosek.
Whniosek 1. Dla uktadu (1) istnieje cigg () = (Q(n)),,cy taki, ze
lim Q(n) =0i A (A+Q) =Q(4).

3. Zakonczenie

Jednym z wazniejszych probleméw teorii wyktadnikéw Lapunowa jest opis
wplywu zaklocen (niedoktadnosci) parametrycznych na wartosci wyktadnikéw Lapu-
nowa. Problem ten dla uktadéw ciaglych byl intensywnie badany przez matematykéw
Rosyjskich 1 Biatoruskich, a uzyskane przez nich wyniki zostaly wyczerpujaco opisane
w monografii [6]. Rezultaty dla uktadéw dyskretnych sa znacznie skromniejsze i zostaty
podsumowane w monografii [4]. Gtéwny wynik tej pracy podaje warto$¢ gérnej grani-
cy zmiennosci maksymalnego wykladnika Lapunowa pod wptywem dowolnie matych
zaklocen.
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