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WYZNACZANIE CZASOPRZESTRZENNEGO PLANU LECZENIA DLA RA-
DIOTERAPII FRAKCJONOWANE] PRZY UZYCIU SPRZEZONE]J ANALIZY
WRAZLIWOSCI

Streszczenie. Niniejsza praca przedstawia wynik zastosowania metod modelo-
wania matematycznego i sprz¢zonej analizy wrazliwosci do wyznaczania planu
leczenia dla radioterapii frakcjonowanej. Do symulacji wzrostu guza jak i jego
odpowiedzi na promieniowanie jonizujace wykorzystano literaturowy model opi-
sany czastkowym réwnaniem rézniczkowym, natomiast do optymalizacji planu
leczenia wykorzystano metodg¢ gradientowa 1 sprz¢zong analiz¢ wrazliwosci.

FINDING THE SPATIOTEMPORAL TREATMENT PLAN FOR FRACTIONA-
TED RADIOTHERAPY USING ADJOINT SENSITIVITY ANALYSIS

Summary. This paper presents the result of applying mathematical modeling and
adjoint sensitivity analysis to determine treatment plan for fractionated radiothe-
rapy. A literature model described by a partial differential equation was used to
simulate tumor growth and its response to ionizing radiation, while the gradient
method and adjoint sensitivity analysis were used to determine the treatment plan.

1. Wprowadzenie

Radioterapia jest jedna z gléwnych metod leczenia choroby nowotworowej [7].
Polega na podawaniu do ciata pacjenta okreSlonej dawki promieniowania jonizujace-
go w celu zniszczenia guza nowotworowego. Najczescie] w praktyce stosuje si¢ tzw.
radioterapi¢ frakcjonowana gdzie zalozona w danym przypadku catkowita dawka pro-
mieniowanie jest podawana w mniejszych porcjach (frakcjach), dajac zdrowym tkankom
czas na regeneracj¢ i zmniejszajac ryzyko powaznych powiktan [6]. Nowoczesne meto-
dy radioterapii, takie jak radioterapia z modulacjq intensywnos$ci dawki (ang. Intensity
Modulated Radiation Therapy, IMRT) pozwalaja na precyzyjne manipulowanie dawka
promieniowania w czasie 1 przestrzeni aby zmaksymalizowac efekt terapeutyczny [8].
Problemem w tego typu metodach radioterapii jest zadanie wyznaczanie planéw lecze-
nia dla konkretnego przypadku.

Szeroko wykorzystywane systemy planowania leczenia dla metody IMRT opie-
raja si¢ gléwnie na wykorzystaniu ré6znych algorytméw optymalizacji (takich jak np.
symulowane wyzarzanie, metody gradientowe) celem minimalizacji odpowiednio zdefi-
niowanej funkcji celu. Dodatkowo, dobér odpowiedniego planu leczenia dla konkretne-
go pacjenta wiaze si¢ czesto z analiza w czasie rzeczywistym réznych danych obrazo-
wych pozyskanych w trakcie terapii [2].
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Pojawiajace si¢ coraz czgSciej w literaturze prace dotyczace planowania radiote-
rapii zwracaja uwage na rosnaca potrzebg wykorzystania w tym celu metod modelowa-
nia matematycznego [9]. Niniejsza praca przedstawia sposéb w jaki mozna wykorzystac¢
literaturowy model rozwoju guza i sprzg¢zong analiz¢ wrazliwosci do wyznaczenia pro-
tokotu leczenia radioterapia frakcjonowana dla symulowanego modelu guza. W pracy
[4] rozwazano podobny problem, jednak przy zatozeniu braku frakcjonowania (zatozo-
no promieniowanie dziatajace w calym analizowanym czasie terapii). Celem niniejsze;j
pracy jest uzwglednienie dodatkowych ograniczen wynikajacych z radioterapii frakcjo-
nowanej.

2. Model matematyczny rozwoju guza i odpowiedzi na promieniowanie

Jednym z modeli czgsto wykorzystywanych w badaniu wzrostu glejaka wielopo-
staciowego 1 jego odpowiedzi na promieniowanie jest tzw. model PIRT (ang. Prolifera-
tion Invasion RadioTherapy) [3]. W niniejszej pracy wykorzystano jeden z wariantow
tego modelu opisany w pracy [1]. Analizowany model sklada si¢ z jednego czastkowego
rOwnania rozniczkowego:

oc c
— =V (DV l1-—)—R 1
=V DV pe (1= ) - Re )
gdzie
R 0, pomigdzy frakcjami promieniowania (brak promieniowania)
al + 23I%r, podczas dostarczania frakcji promieniowania

(2)
c oznacza gestoS¢ guza, D to parametr odpowiedzialny za inwazyjnosS¢ guza, p to wspot-
czynnik wzrostu guza, a parametr k; to pojemnos¢ Srodowiska dla komérek nowotworo-
wych. W cztonie R state a i 3 to parametry modelu liniowo-kwadratowego odpowiedzi
guza na promieniowanie, 7 oznacza czas dostarczania frakcji promieniowania, a [ to
intensywnos$¢ dawki (moc) podawanego promieniowania jonizujacego.
2.1. Dyskretyzacja modelu i wartosci parametrow
W celu symulacji modelu wykorzystano metod¢ réznic skonczonych oparta
o schemat FTCS (ang. Forward Time Centered Space), ktora przy zatozeniu jednowy-

miarowej domeny przestrzennej daje w przypadku modelu (1) nastgpujace rOwnanie
réznicowe:

(3 {EQ ,

" = + At (ch‘l _ZCHCZ“ + p] (1—25) —R?cf>, (3)

gdzie ¢} oznacza gesto$¢ komérek nowotworowych w dyskretnej chwili czasu
J = 1,2,..., jmazr 1 W dyskretnym punkcie przestrzennym ¢ = 1,2,...,%4,. Krok
dyskretyzacji analizowanej domeny przestrzennej Ax jest rowny 2, koncowy punkt ana-
lizowanej domeny przestrzennej wynosi 200, z tego powodu ,,,, = 100. Krok dys-
kretyzacji czasu At jest réwny 0.01 i koficowy czas wynosi 1.5, co daje j,q: = 150.
Wartosci parametréw modelu (w jednostkach umownych) sa nastgpujace D = 8.9, p =
4, k; = 0.15. Jako warunek poczatkowy dla modelu zatozono pewien normalny rozktad

komoérek nowotworowych w centrum analizowanej domeny przestrzennej. W trakcie
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. . . .. i . i i2 N . . .
dziatania radioterapii czton R} réwna si¢ oI} + 2317 7, gdzie I to mapa intensywnosci
dawki podawanego promieniowania. Zatozone wartoSci parametréw modelu liniowo-
kwadratowego wynosza o =3, 5 = 1.

3. Sformulowanie problemu

W ninejszej pracy w celu wyznaczenia planu radioterapii zastosowano gradien-
towa minimlizacj¢ funkcji celu przy zadanych ograniczeniach. Wynikiem optymalizacji
jest czasoprzestrzenna mapa intensywnosci dawki promieniowania 7 dla trzech frakcji
radioterapii. Zalozono nastgpujace czasy podawania kolejnych frakcji promieniowania:
J1s = D2, jas = 92, 735 = 132. Kazda frakcja trwa jedna dyskretna chwilg czasu, wigc
czasy konca podawania kolejnych frakcji to: ji. = 53, joe = 93, j3 = 133.

3.1. Definicja funkcji celu i czasoprzestrzennego gradientu
Funkcja celu jest zdefiniowana jako catkowita ilo§¢ komoérek guza w chwili j,4,::

tmax

=3 (1)

=1
gdzie s = 150, imax = 100.
Czasoprzestrzenny gradient VJ:
rOJ oJ 9J T
8111 (9[21 e 8[}mam
oJ oJ oJ
V] = aI? o132 Toar (5)
0.7 2J 2J
_alimaw algmaw A 811]7,::; ]

zostal wyznaczony przy uzyciu sprzezonej analizy wrazliwosci opisanej w pracach [4,
5]
3.2. Zastosowane ograniczenia
Podczas procesu wyznaczania mapy intensywnosci dawki I7 zastosowano naste-
pujace ograniczenia:
(a) Maksymalna skumulowana energia £,

Imaz tmaz

Etot - Z Z Izja Etot < Ema:t (6)
j=1 i=1
(b) Maksymalna dawka w kazdej frakcji qxmaq
jkc .
a(k)= > I}, (k) <@maz, k=1,2,...N, i=12imu (7)
j:jks
gdzie N catkowita liczba frakcji, jis, jre to czasy startu i korica podawania k-tej
frakcji.
(c) Maksymalna dawka w czasie catej terapii ¢;,q.

Jmaz

q; = Z ]Z]’ G < Qmazs = 1,2,.. tmax (8)
j=1
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3.3. Optymalizacja
W celu minimalizacji J przy ograniczeniach (6,7,8) uzyto iteracyjnej metody
gradientu prostego .
I} =T —aVv,J} (9)

gdzie 73 oznacza mapg¢ intensywnosci dawki z poprzedniej iteracji, a o jest pewna po-
zytywna stata zmniejszajaca si¢ w trakcie optymalizacji. Jako kryterium stopu wybrano
maksymalna liczbg iteracji rowna 10000.

4. Wyniki

- Wyniki optymalizacji frakcjonowanej mapy intensywnosci dawki promieniowa-
nia [/, wraz z symulacja modelu (1) dla réznych kombinacji aktywnych ograniczen
(6,7,8) przedstawiaja rysunki 1,2,3.

4.1. Dyskusja

Wprowadzanie kolejnych ograniczen drastycznie zmienia strukturg¢ wyznaczone-
go planu leczenia:

e Ograniczenie energii caltkowitej (£, - rysunek 1). Gdy jedynym ograniczeniem
jest maksymalna skumulowana energia to podawana intensywnoS$¢ dawki osiaga
najwyzsze wartosci szczytowe w czasie ostatniej frakcji (j = 132).

e Ograniczenie dawki we frakcji (qgmaqz - rysunek 2). Nalozenie limitu na pojedyn-
cza frakcje (Scigcie dawki maksymalnej do 30) wymusza na algorytmie zmiang
strategii — dawka nie moze by¢ juz tak wysoka w centrum, przez co "rozlewa si¢"
bardziej na boki, aby maksymalnie wykorzysta¢ dostepny limit energii.

e Ograniczenie dawki catkowitej w catej terapii (¢;,q, - rysunek 3). Dodanie limitu
skumulowanej dawki w catym czasie terapii (¢,,q, = 70) sprawia, ze w pdzZniej-
szych frakcjach (np. przy j = 92) algorytm drastycznie ogranicza dawke w miej-
scach, ktore zostaly silnie napromienione we wczesniejszej frakcji (j = 52), co
wida¢ po charakterystycznym "wyttumieniu" Srodka profilu dawki na prawym pa-
nelu dla czasu j = 92.

4.2. Whnioski

Zastosowanie modelowania matematycznego pozwala na symulowanie zar6wno
rozwoju guza nowotworowego, jak i jego bezposredniej odpowiedzi na promieniowa-
nie jonizujace. Narzedzia te moga stanowi¢ cenne wsparcie dla nowoczesnych technik
radioterapii (takich jak IMRT).

Metoda gradientu prostego potaczona ze sprz¢zona analiza wrazliwosci jest sku-
tecznym narzedziem do wyznaczania planow leczenia dla symulowanego guza. Zapro-
ponowane podejScie pokazuje potencjal wykorzystania metod matematycznych do pla-
nowania radioterapii spersonalizowane;j.
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Rys. 1. Wyniki optymalizacji 1 symulacji modelu (3). Lewe panele: symulacja modelu
bez promieniowania, wyznaczona mapa intensywnosci dawki promieniowania
I’ i symulacja modelu z wyznaczona mapa intensywnoscia dawki /. Prawe
panele: Symulacja modelu i rozktad intensywnosSci dawek promieniowania dla
kazdej frakcji wyznaczonego planu.
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o(ii) without R

e Aktywne ograniczenia:

(a) Emaz = 263,
(b) Qkmax = 30.

time j = 52

40 0.2
0.14
0.12
0.1
m 0.08
£ - 20 101 ©
£
0.06
0.04
0.02
0 0 * * 0
20 40 60 80 100 0 10 20 80 90 100
Space i Space i
1(j,i time j =92
G 30 40 T ! T 0.1
20
25
40
- 20
60
©
£ 15 - 20 10.05 ©
i- 80
100 10
120
15
140
L 1g 0 L L . . 0
20 40 60 80 100 0 10 20 80 90 100
Space i Space i
c(j.i) with R time j = 132
30 ‘ T T T | 0.12
0.14
20
25 10.1
0.12
40
0.1 20 - 10.08
60
n 0.08
£ - 15F 10.06 ©
i 80
0.08
100 10 -1 0.04
0.04
120
51 10.02
0.02
140
0 0 L L L L L L 0
20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Space i Space i

Rys. 2. Wyniki optymalizacji i symulacji modelu (3). Lewe panele: symulacja modelu
bez promieniowania, wyznaczona mapa intensywnosci dawki promieniowania
I’ i symulacja modelu z wyznaczona mapa intensywnoscia dawki I7. Prawe
panele: Symulacja modelu i rozktad intensywnosci dawek promieniowania dla
kazdej frakcji wyznaczonego planu.
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Rys. 3. Wyniki optymalizacji 1 symulacji modelu (3). Lewe panele: symulacja modelu
bez promieniowania, wyznaczona mapa intensywnosci dawki promieniowania
I’ i symulacja modelu z wyznaczona mapa intensywnoscia dawki I7. Prawe
panele: Symulacja modelu 1 rozktad intensywnosSci dawek promieniowania dla
kazdej frakcji wyznaczonego planu.



280 K.Eakomiec, K.Fujarewicz

LITERATURA

1. Borasi G. Nahum A.: Modelling the radiotherapy effect in the reaction-diffusion
equation, Physica Medica, 2016, vol. 32(9) p. 1175-1179.

2. Bortfeld T., Neve W., Schmidt-Ullrich R., Wazer D. E.:. Image-guided IMRT..
Springer 2006.

3. Corwin D., Holdsworth C., Rockne R. C., Trister A. D., Mrugala M. M., Rockhill
J. K., Stewart R. D., Phillips M., Swanson K. R.: Toward patient-specific, biolo-
gically optimized radiation therapy plans for the treatment of glioblastoma, PLOS
ONE, 11 2013, vol. 8(11) p. 1-9.

4. Fujarewicz K. Lakomiec K.: Adjoint sensitivity analysis of a tumor growth mo-
del and its application to spatiotemporal radiotherapy optimization, Mathematical
Biosciences and Engineering, 2016, vol. 13(6) p. 1131-1142.

5. Fujarewicz K. Lakomiec K.: Spatiotemporal sensitivity of systems modeled by cel-
lular automata, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 2018, vol. 41(18)
p- 8897-8905.

6. Ghaderi N., Jung J., Briiningk S. C., Subramanian A., Nassour L., Peacock J.: A
century of fractionated radiotherapy: How mathematical oncology can break the
rules, International Journal of Molecular Sciences, 2022, vol. 23(3).

7. Leszczynski K. Boyko S.: On the controversies surrounding the origins of radiation
therapy, Radiotherapy and Oncology, 1997, vol. 42(3) p. 213-217.

Webb S. Intensity-modulated radiation therapy,. CRC Press 2015.

9. Zheng D., Preuss K., Milano M. T., He X., Gou L., Shi Y., Marples B., Wan R.,
Yu H., Du H., others : Mathematical modeling in radiotherapy for cancer: a com-
prehensive narrative review, Radiation Oncology, 2025, vol. 20(1) p. 49.



