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O PROBLEMIE SUMY CHROMATYCZNEJ GRAFU

Streszczenie. Suma chromatyczna y-(G) jest najmniejszg mozliwa sumg kolorow

sposrod wszystkich legalnych pokolorowan wierzchotkow grafu G liczbami
naturalnymi. Pokolorowanie realizujace taka sumg nazywamy najlepszym.
W niniejszej nocie zawarto najwazniejsze fakty dotyczace problemu suma-
rycznego kolorowania grafow. W szczegdlnosci sg to wnioski ptynace z analizy
najbardziej znanych algorytmoéw kolorowania klasycznego przy-stosowanych do
potrzeb kolorowania sumarycznego.

ON THE PROBLEM OF CHROMATIC SUM OF A GRAPH

Summary. The chromatic sum ¥ (G) is the smallest possible sum of all legal ver-
tex colorings of graph G with natural numbers. In this note we gathered the main
facts concerning the chromatic sum coloring problem. In particular, these are
conclusions drawn from adapting the most popular classical algorithms to
summary coloring of graphs.

1. Wprowadzenie

Potrzeba zaymowania si¢ tym wariantem kolorowania wynika z jego zastosowan
w szeregowaniu identycznych zadan, w przydziale zasobow a nawet w projektowaniu
sciezek potaczeniowych w obwodach drukowanych [8]. W istocie, poszukiwanie
uszeregowan minimalizujgcych calkowity czas zakonczenia zadan badz mini-
malizujacych $redni czas przeptywu zadan sprowadza si¢ do sumacyjnego kolorowania
grafu konfliktow zadaniowych.

Niestety, obliczenie wartosci x.(G) jest problemem NP-trudnym. Pomimo ze
istniejg cate rodziny graféw podatnych na kolorowanie sumacyjne, np. drzewa, grafy 2-
dzielne stopnia A < 4 [3], w praktyce zmuszeni jesteSmy korzysta¢ z istniejacych
algorytméw wielomianowych kolorowania suboptymalnego zaadaptowanych do
potrzeb kolorowania sumacyjnego. Wydawac¢ by sie¢ mogto, ze najlepsze pokolorowanie
uzyskamy, gdy otrzymamy pokolorowanie chromatyczne, a nast¢pnie pomalujemy
wierzchotki najwickszego zbioru niezaleznego kolorem 1, drugiego najwigkszego
kolorem 2 itd. Jednakze Kubicka i Schwenk [7] pokazali, Zze nawet drzewa, czyli grafy
2-chromatyczne moga wymaga¢ wigcej niz dwoch kolorow dla  uzyskania
pokolorowania najlepszego (rys. 1). Co wigcej, dla kazdego naturalnego £ istnieje
drzewo T wymagajace k kolorow dla osiagnigcia sumy chromatycznej ¥ (7%).
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Przedstawiony przyktad sugeruje, ze znalezienie najwigkszego zbioru
niezaleznego 1 pomalowanie jego wierzchotkow kolorem 1 itd., rozwigzatoby problem.
Jednakze znalezienie takiego zbioru jest problemem NP-trudnym. Dlatego zmuszeni
jestesmy zastosowac algorytm heurystyczny, tzw. Greedy Independent Sets (GIS). Jak
pokazuje rysunek 2, takie podejscie rowniez nie gwarantuje znalezienia najlepszego
rozwigzania. Dlatego kazdy algorytm klasyczny musimy zakonczy¢ procedura
korygujaca Plus, ktora sortuje kolory od najwigkszego do najmniejszego. Ale istnieja
rowniez inne techniki poprawiania pokolorowan.

<

Rys. 1. Dwugwiazda S33 wymagajaca wprowadzenia 3. koloru dla uzyskania pokolo-
rowania sumacyjnie najlepszego.

Poniewaz problem jest NP-trudny, skazani jeste§my rowniez na postugiwanie si¢
szybkimi oszacowaniami sumy chromatycznej. W [10] pokazano, ze dla kazdego G
o n wierzchotkach i m krawedziach mamy

[V8m] < 15(G) < |3(m+1)/2] (1)

Inne oszacowania sumy dotycza szczegdlnych klas grafow 1 niektorych niezmiennikow
grafowych.

d e

Rys. 2. Przykiad pokazujacy, ze zbidér maksymalny {a, b} nie jest najwigkszy w sensie
mocy.

2. Algorytmy

Najbardziej znane metody klasycznego kolorowania grafow to algorytmy
sekwencyjne takie jak LF, SL i SLF oraz algorytm zbioré6w niezaleznych GIS.
Algorytmy te musimy korygowac liniowa procedurg Plus, ktora sortuje kolory post
factum [5]. Dlatego bedziemy je nazywali LF", SL*, SLF" i GIS".

W algorytmie LF" (ang. Largest-First) wierzcholki sa porzadkowane wedtug
stopni, a nastepnie kolorowane zachtannie [11]. Jego zlozonos¢ to O(m+n), za$ funkcja
dobroci (ang. performance guarantee) jest liniowa O(n). Algorytm nie radzi sobie nawet
ze §ciezkami, np. z Pe.

W metodzie SL* (ang. Smallest-Last) [9] wierzchotki sa porzadkowane jako
Vi, ...,y W taki sposob, ze dla kazdego i =1, ..., n v; ma minimalny stopien w podgrafie
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grafu G indukowanym przez wierzcholki vy, ... , v;. Zachlanny algorytm SL" mozna
zrealizowa¢ w czasie O(m+n), za$ funkcja dobroci jest rowniez liniowa. Algorytm ten
radzi sobie dobrze z grafami planarnymi, ale nie potrafi pomalowac optymalnie drzewa
S3,3 (rys. 1).

Dynamiczny sposob porzadkowania wierzchotkow zaproponowat Brélaz [1].
W algorytmie SLF" (ang. Saturation LF") jako v; bierzemy wierzcholek o najwiekszym
stopniu i przydzielamy mu kolor 1, a nastepnie dla kazdego i = 2, ... , n jako v;
wybieramy wierzcholek o najwiekszym stopniu nasycenia 1 kolorujemy go najnizszym
mozliwym kolorem. Algorytm SLF" moze by¢ wykonany w czasie O((m+n)logn). Jego
funkcja dobroci to O(n). Algorytm ten optymalnie koloruje grafy 2-dzielne.

Zupehnie inne podejscie zaprezentowat Johnson w [4]. W metodzie tej malujemy
cate zbiory wierzchotkow niezaleznych identycznymi kolorami. Poniewaz do kolejnych
koloréw wierzchotki dobieramy w sposob zachlanny, wigc metode t¢ nazywamy GIS
(ang. Greedy Independent Sets). Algorytm GIS" ma zlozono$¢ O(mn). Jego funkcja
dobroci to O((nt+log?n)/n). Niestety algorytm Johnsona nie radzi sobie nawet
z drzewami a nawet z Pj.

Nasuwa si¢ pytanie, czy istnieje taki maty graf, ktory nie gwarantuje optymalnego
pokolorowania przez zaden z tych algorytmow? Graf z rysunku 3, zwany pryzmatoidem,
jest wilasnie takim grafem. Graf ten jest tzw. HC (ang. hard-to-color) dla klasycznego
algorytmu SL [6]. Oznacza to, ze kazde jego uzycie konczy si¢ 5-kolorowaniem o sumie
12+22+32+4:1+5'1 = 21. Pokolorowanie takie nie moze by¢ skorygowane proce-
durg Plus, wigc pryzmatoid jest tez HC dla algorytmu SL*. Ponadto, graf ten jest
regularny, wiec istnieje 8! sekwencji LF, niektore z nich prowadza do
pokolorowan optymalnych, a inne nie. A wigc pryzmatoid jest trudny dla LF
1 LF". Taka sama sytuacja moze zaistnie¢ przy wykonaniu algorytmu SLF' i SLF*, jezeli
proceduje on wedlug kolejnosci: a, h, d, e, b, g, ¢, f. Wreszcie algorytm GIS moze
zacza¢ kolorowanie od wybrania pary {d, g}, a nastepnie pary {e, /}. W tym momencie
pozostaje mu pokolorowaé $ciezke ¢, a, h, b, na co moze przeznaczy¢ kolory
odpowiednio: 3, 4, 5, 3. W efekcie zwrdci ostateczne 5-pokolorowanie o sumie 21.
Czytelnik moze sprawdzi¢, ze . (pryzmatoid) = 20 (12+22+3:2+4°2).
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c

Rys. 3. Zaden z algorytméw rozwazanych w niniejszej pracy nie jest w stanie zagwa-
rantowac optymalnego pokolorowania sumacyjnego powyzszego grafu.
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