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ALGORYTMICZNE ASPEKTY ROZSZERZONYCH CZASOWYCH SIECI
PETRIEGO*

Streszczenie. Sieci Petriego sa popularnym narzgdziem do modelowania ztozo-
nych systemow biologicznych. Systemy te zazwyczaj charakteryzuja si¢ wysoka
liczba powiazan migdzy swoimi elementami skladowymi. Bardzo istotnym ele-
mentem opisujacym wiele aspektéw takich systemow jest czas. Moze to by¢ za-
rowno czas do zainicjowania oraz trwania reakcji chemicznych, czy tez czas zy-
cia substancji wchodzacych w sktad dziatajacego uktadu. W niniejszym artykule
proponowany jest nowy rodzaj sieci czasowej, umozliwiajacej tworzenie modeli
unifikujacych wymienione dane czasowe. Przedstawione zostana dwa przykla-
dowe algorytmy wykorzystujace informacje zwiazane z czasem, dzigki ktérym
mozna uzyskiwa¢ dodatkowa wiedz¢ o modelu opartym na proponowanej sieci.

ALGORITHMIC ASPECTS OF EXTENDED TIME PETRI NETS

Summary. Petri nets are a popular tool for modeling complex biological systems.
These systems are usually characterized by a high number of connections betwe-
en their components. A very important element that describes many aspects of
such systems is time. This can be both the time to initiate and the duration of
chemical reactions, or the lifetime of the substances that make up a biological
system. In this paper, a new kind of time net is proposed, thanks to which it is
possible to create models unifying the above mentioned time data. Two algori-
thms using time-related information are presented, which can provide additional
knowledge about the model based on the proposed net.

1. Wstep

Sieci Petriego sa jednym z wielu narzgdzi uzywanych w modelowaniu ztozonych
systemow. Dotyczy to zarOwno zlozonych systemoéw przemystowych, ale réwniez nie
mniej skomplikowanych systeméw biologicznych. Zwlaszcza te ostatnie czesto charak-
teryzuja si¢ niezwykle wysokim stopniem skomplikowania z uwagi na liczbg elemen-
tow biochemicznych tworzacych tego typu system, jak i bardzo gesta siatk¢ powigzan
pomigdzy nimi, reprezentujaca wzajemne interakcje elementow systemu w komorkach,
tkankach, itp. Analiza systeméw biologicznych oparta na sieciach Petriego umozliwia
zarowno uporzadkowanie wiedzy o danym systemie, jak i wyciaganie nowych, cieka-
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wych wnioskéw o jego dziataniu [1]. Samo uzyskanie modeli iloSciowych systemow
biologicznych, na przyklad czasowych, z modeli jakoSciowych nie jest kwestig trywial-
na, zagadnienie to jest rozwazane migdzy innymi w pracy [6].

Istnieje bardzo wiele rodzajéw sieci Petriego, np. czasowe, stochastyczne lub
ciagte. Umozliwiaja one wprowadzanie do modelu dodatkowych danych uzyskanych z
innych badan nad danym systemem biologicznym. Analiza takich sieci moze dostarczac
ciekawych 1 nowych informacji o naturze modelowanego systemu [5, 3]. Nalezy zauwa-
zy¢, ze systemy biologiczne moga by¢ wyjatkowo skomplikowane. Poza duza liczbg ich
elementow sktadowych i1 ich wzajemnymi interakcjami, istotny w nich jest tez czynnik
czasu. Nowe zwiazki biochemiczne musza powstaé i dojrzec, a reakcje chemiczne, ktére
odpowiadaja za ich tworzenie zazwyczaj nie sa natychmiastowe. Klasyczne sieci Petrie-
go nie s3 w stanie modelowac tego typu czynnikdw jak czas czy prawdopodobienstwo
zachodzenia reakcji chemicznych. Rozwigzaniem sa rézne rodzaje czasowych sieci Pe-
triego. Jedna z pierwszych tego rodzaju sieci [4] zaoferowala tranzycje z przypisanym
przedziatem czasu, okres§lajacym kiedy moga one zosta¢ uruchomione (ang. Time Petri
nets, TPN). Kolejny rodzaj sieci czasowej definiuje ustalony czas trwania uruchomienia
tranzycji (ang. Duration-time Petri nets, DPN). Jeszcze innym rodzajem sieci czasowych
sa takie, w ktérych do miejsc przypisany jest przedzial czasu okreslajacy, kiedy doktad-
nie tokeny z takiego miejsca moga aktywowac tranzycje [9]. Gtéwny problem na jaki
mozna natrafi¢ przy tworzeniu modeli opartych na tego typu sieciach jest taki, ze dane
czasowe uzyskane z badan nad systemami biologicznymi moga by¢ niepelne, czasem
wrecz sprzeczne oraz dostgpne w wielu formach - zar6wno jako zakresy czasu, czasy
trwania reakcji, czy czasy zycia elementéw systemu. Takie bardzo konkretne sieci cza-
sowe doskonale sprawdzaja si¢ w modelach przemystowych, gdzie tak precyzyjne dane
moga by¢ latwiej i z wigksza precyzja uzyskane.

W niniejszej pracy proponowany jest nowy rodzaj sieci, zwany rozszerzonq Sie-
ciq czasowq (jej szerszy opis znajduje sie¢ w artykule [8]). Zawiera ona cechy trzech
znanych sieci czasowych: sieci typu TPN z przedziatami czasu aktywacji tranzycji, sie-
ci DPN (w zmodyfikowanej formie), ktére pozwalaja okresli¢ czas trwania produkcji
tokenow przez tranzycje oraz sieci czasowe, w ktorych zakres czasu zwiazany jest z
miejscami. Uzycie trzech przedzialéw czasowych, dwoéch dla tranzycji oraz jednego dla
miejsc jest o tyle przydatne, ze pozwala w modelu zawrze¢ zaréwno przyblizone, jak i
doktadne wartosci czasu. Warto$ci doktadne sa mozliwe do wprowadzenia do modelu
w przypadku zréwnania zakresoéw danego przedzialu czasu. Z punktu widzenia mode-
lowania systemu biologicznego tego typu sie¢ pozwoli okresli¢ zaréwno czas do zaini-
cjowania kazdej reakcji, jak i czas jej trwania, a takze umozliwia modelowanie czasu
zycia biochemicznych elementéw systemu. Nie mniej istotny jest fakt, ze modele zbu-
dowane w oparciu o nowy rodzaj sieci moga zawiera¢ rozne rodzaje danych czasowych
rOwnoczesnie - moga by¢ to zakresy lub konkretne wartosci. Nie jest wtedy potrzebna
transformacja posiadanych danych do konkretnego formatu, jak miatoby to miejsca dla
“czystych” modeli opartych tylko na sieciach TPN lub DPN.

Struktura niniejszej pracy jest nastgpujaca: w Rozdziale 2 przedstawiona zosta-
nie koncepcja nowej czasowej sieci Petriego. W Rozdziale 3 zostang przedstawione dwa
algorytmy wykorzystujace dane czasowe opisujace elementy sieci. Ostatni rozdzial za-
wiera podsumowanie mozliwosci, jakie daje nowy rodzaj sieci czasowe;j.
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2. Rozszerzona czasowa sie¢ Petriego

W tej czesSci rozwazana jest koncepcja rozszerzonej czasowej sieci Petriego
(T PN), ktéra taczy w sobie trzy oddzielnie wystgpujace w literaturze sieci czasowe:
TPN, DPN oraz sieci z tak zwanym oknem czasowym (por. [8]). Formalnie, rozszerzona
czasowa sieC Petriego bez stanu okreSlona jest Definicja 1.

Definicja 1. Rozszerzona czasowa siec¢ Petriego bez stanu.

Rozszerzona czasowa siec Petriego bez stanu jest zbiorem Z = {P, T, F, V. I, J}, gdzie:
P oraz T to skoriczone, niepuste i roztqczne zbiory odpowiednio miejsc i tranzycji,

F C (P xT)U(T x P) jest zbiorem tukow,

V . F — N jest funkcjq przypisujacq wagi tukom sieci,

I:T — Qf x{Qf U{oo}} x Qf x {QF U{oc}} oraz dla kaidego t € T, gdy
I(t) = (I1(t), I2(t), I5(t), 14(t)) spetnione sq nierownosci 11 (t) < Iy(t) i Is(t) < I4(1),
J: P — Qf x {Q" U {cc}} oraz dla kazdego p € P, gdy J(p) = (Ji(p), J2(p))
spetniona jest nierownosé Ji(p) < Ja(p).

Podzbidr elementéw N = {P, T, F,V'} jest klasyczng siecia Petriego bez sta-
nu. Funkcja I przypisuje tranzycjom dwie pary domknigtych przedzialoéw czasu, kto-
rych granice okreslone sa odpowiednio jako [/1(t), I5(t)] oraz [I3(t), I4(t)]. Pierwszy z
nich: [I1(t), I2(t)] okresla odpowiednio minimalny oraz maksymalny czas, po ktérym
aktywna tranzycja musi zosta¢ uruchomiona. Dalej wartosci te beda zapisywane jako
L(t;) = af oraz I»(t;) = of . Spelniaja one nieréwno$¢ o < o} dla kazdej tranzycji
t; € T. W literaturze po§wigconej sieciom czasowym typu TPN oznaczane sa one czg-
sto jako eft(t) (ang. earliest firing time, odpowiednik o) oraz [ ft(t) (ang. latest firing
time, odpowiednik o).

Drugi zakres [/3(t), I5(t)] okre$la minimalny i maksymalny czas produkciji to-
kenu dla tranzycji, ktéra po swojej aktywacji zostata uruchomiona. Zakresy beda dalej
oznaczane jako I3(t;) = (8 oraz I,(t;) = (; dlakazdej tranzycjit; € 7.

Jak widaé potaczone zostaly tu elementy sieci TPN oraz, w nieco zmodyfikowa-
nej wersji, DPN. Nalezy podkresli¢ dwie réznice w stosunku do sieci DPN. Po pierw-
sze, rozszerzona sie¢ czasowa nie wymusza koniecznoSci uruchamiania tranzycji na-
tychmiast po aktywacji, jak ma to miejsce w sieciach DPN. Uruchomienie tranzycji
nastepuje po uptywie pewnego czasu 7,(t) takiego, ze 0 < o < 7,(t) < aY. Po drugie,
czas produkcji tokenéw nie jest deterministyczny, lecz jest okre§lony poprzez domknigty
przedzial okreSlajacy minimalny 1 maksymalny czas produkcji. Po uptywie czasu liczo-
nego od momentu aktywacji i oznaczanego dalej jako 7,(t) , tranzycja pobiera tokeny ze
swoich miejsc wejsciowych (tak jak w sieci DPN), jednak wyprodukowanie tokenéw w
miejscach wyjsciowych nastgpuje dopiero po uptywie pewnego czasu 7,(t), liczonego
od momentu rozpoczgcia produkciji, takiego, ze 0 < BF < 7(t) < BY. Aby zreduko-
waé zachowanie rozszerzonej sieci czasowej w tym aspekcie do sieci DPN nalezatoby
przyjac¢ Bf = B

Funkcja J przypisuje do kazdego miejsca p przedziat domknigty [J1(p), J2(p)],
okreSlajacy czas przebywania indywidualnego tokenu w danym miejscu. Zakresy dalej
beda oznaczane jako .Jy(p;) = ;, oraz Ja(p;) = 7, Wartos¢ ,; okresla czas, ktéry mu-
si uptyna¢ osobno dla kazdego istniejacego w danym miejscu tokenu, aby byt on zdolny
do aktywowania tranzycji wyjSciowych tego miejsca. Catkowity dopuszczalny czas zy-
cia tokenu w danym miejscu p trwa od 0 do fyg . Czas w rozwazanej sieci ptynie tak
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samo dla kazdego jej elementu. Gdy uplyw czasu dla tokenu spowoduje przekroczenie
fyg , a token do tego momentu nie zostal uzyty do produkcji, jest on natychmiast usuwa-
ny z miejsca p. Jest to aspekt, ktory nie wystgpuje w klasycznych sieciach Petriego, w
ktérych token jest usuwany tylko wtedy, gdy pobiera go uruchamiana tranzycja.

Z uwagi na obszerno$¢ wymaganych definicji okreSlajacych stany sieci, rozsze-
rzona sie¢ czasowa ze stanem zostanie tutaj opisana w sposob uproszczony. W ogdélno-
Sci pelny stan sieci Z sklada si¢ z tak zwanego p-stanu oraz t-stanu. Pierwszy okresla
przypisanie tokenéw do kazdego miejsca sieci. Drugi z nich (¢-stan) jest opisany parg
wartosSci (uy,, wy, ), ktére musza miescié si¢ w zakresach opisanych funkcja . Pierwsza
z wartoSci to czas jaki uptynal od momentu aktywacji tranzycji, druga to czas jaki upty-
nat od momentu, kiedy tranzycja rozpocze¢ta faze produkcji tokenéw. Oba opisane tu
pokroétce stany sktadowe tworza peten stan sieci w danym momencie czasu.

Definicja 1 okreSla, ze do kazdego miejsca przypisane sa wartosci J; (p;) = prj
oraz Jo(p;) = fyg. Druga z nich to maksymalny czas zycia tokenéw w miejscu. Za-
ktadamy, ze kazdy nowo utworzony token zaczyna z czasem réwnym zero. Oznacza to,
ze stan kazdego miejsca okresla pewien specyficzny multizbiér K, ktérego elementy sa
liczbami k, takimi, ze 0 < K; < ’y , gdzie x to indeks konkretnego tokenu. Kazda z
tych liczb nalezacych do K okresla wu;c aktualny czas zycia tokenu, od momentu jego
powstania w danym miejscu. Multizbior tego typu opisuje Definicja 2.

Definicja 2. Multizbior K.

Niech WK, gdzie a > 0 oraz 0 < b < a, bedzie multizbiorem nieujemnych liczb wy-
miernych lub zawiera on tylko symbol #. Elementy takiego multizbioru to wartosci z
przedziatu domknietego (b, a), co zapisujemy jako: r, € K jezelik, € QF N0 < b <
Ke < Q.

Kazde miejsce rozszerzonej sieci czasowej jest w kazdym momencie czasu opi-
sane multizbiorem K, , a vp , b = 0. Warto$¢ a to maksymalny czas zycia tokenu w
miejscu p;, natomiast b okresla czas przypisywany tokenowi, ktory zostaje wyproduko-
wany w p;. Nalezy zaznaczy¢, ze warto$¢ b z definicji 2 niekoniecznie musi by¢ zerem,
oraz do okreSlenia pewnych cech sieci niektére multizbiory K moga zawiera¢ zamiast
liczb okreslajacych tokeny, specjalny symbol #. Odpowiednie definicje wykorzystujace
te wlasciwosci wykraczaja jednak poza zakres niniejszego artykutu.

W celu ustalenia, czy dana tranzycja jest aktywna, nalezy doktadniej przyjrzec
si¢ elementom multizbioru K. Zalézmy dla przyktadu, ze miejsce p; jest jedynym
miejscem wejsciowym tranzycji t; z ktéra taczy je tuk o wadze V(p;,t;) = 3, prj = 2,
0K »;, = 10,0,1,2,3,3}. Tranzycja t;, ktérej jedynym miejscem wejsciowym jest p;,
jest aktywna, poniewaz istnieje pewien podzbiér multizbioru gK p;» Zwany podzbiorem
aktywujacym. Aby t; byta aktywna, podzbidr ten musi posiada¢ przynajmniej V' (p;, t;)
wartosci z 8K p;» Z ktorych kazda by¢ nie mniejsza niz yéj = 2. Podzbior aktywujacy
oznaczamy jako 3[( akt — (93,3} oraz | 3K “kt| 3. Prostszymi stowy tranzycja ¢; jest

aktywna, jezeli w multlzblorze oK p; 1stnieje w danej chwili podzbior przynajmniej 3
tokenoéw (waga tuku) o czasie zycia wigkszym lub réwnym 'ygj = 2.
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3. Podstawowe algorytmy dla rozszerzonej sieci czasowej

Wartosci okreSlajace przedzialy czasu, ktére opisuja tranzycje oraz miejsca sie-
ci, umozliwiaja stworzenie wielu przydatnych algorytméw weryfikujacych wzajemne
relacje tych wartosci. Moze to pomagaé¢ w tworzeniu lepszych i bardziej precyzyjnych
modeli opartych na nowej sieci. W tej czgSci przedstawione zostang dwa podstawowe
algorytmy wykorzystujace wartosci czasu przypisane do elementéw sieci. Nalezy pod-
kresli¢, ze sa to podstawowe wersje algorytméw, co begdzie widoczne w opisanych dla
nich ograniczeniach 1 zalozeniach wstgpnych. Rozszerzone wersje dziatajace dla dowol-
nej struktury proponowanej sieci czasowej sa przedmiotem dalszych prac. Tym niemnie;j
przedstawione tutaj propozycje pokazuja znaczny potencjal analityczny nowego rodzaju
sieci.

Nalezy zauwazy(C, ze algorytmy te dzialaja na liczbach naturalnych, podczas gdy
w Definicji 1 uzywane sa liczby wymierne nieujemne. Mozna przyjac bez utraty doktad-
nosci modelu, ze granice przedzialow przypisane do tranzycji sa liczbami naturalnymi
[7]. Jest to mozliwe, poniewaz kazdy zbior liczb wymiernych nieujemnych przypisa-
nych do elementoéw sieci mozna przeksztalcic¢ na liczby naturalne przez pomnozenie ich
przez najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ mianownikéw wszystkich wartoSci wymier-
nych. Na przyktad, jesli dla miejsca p istnieja liczby ) = 0.75 i af) = 2.5, mozna je
pomnozy¢ przez 4 bedace najmniejsza wspolng wielokrotnoscia dwoch mianownikow
liczb 0.75 = 3/412.5 = 5/2, czyli lem(4,2) = 4. Odpowiednimi liczbami naturalny-
mi opisujacymi przedzial sa wtedy alff =31 ag = 10). W takiej postaci algorytmy sg
prostsze do opisania, a wyniki da si¢ skalowa¢ do wartosci oryginalnych.

3.1. Okreslenie maksymalnej liczby tokenow dla miejsc

W sieci xXTPN mozliwe jest okreslenie przyblizonej maksymalnej liczby tokendw,
ktére jednoczes$nie moga przebywac¢ w tym samym miejscu. Co wigcej, kazde miejsce
z przedzialem czasu, ktérego gorny zakres nie jest okreSlony w nieskonczonosci, jest
niejako z definicji k-ograniczone. Tak zwana k-ograniczono$¢ dla miejsca w sieci Pe-
triego (gdzie k to maksymalna liczba tokendw w miejscu) jest wazng wlasnoscia, ma-
jaca liczne zastosowania analityczne [2]. W konteksScie systemOw biologicznych mozna
wyobrazi¢ sobie wiele sytuacji, zwlaszcza na etapie tworzenia modelu, w ktérych zna-
jomos$¢ chocby przyblizonej gérnego ograniczenia dla liczby tokenéw bedzie przydatna.
Z dostgpnej wiedzy o systemie moze wynikac, ze niektére jego elementy sa zazwyczaj
dostgpne w nadmiarze. Model takiego systemu powinien to uwzgledni¢, co mozna zba-
dac¢ poprzez okreslenie k-ograniczonoSci. Odwrotnie, niektére elementy systemu moga
by¢ bardzo rzadkie, dlatego wysoka granica k-ograniczonoSci moze wskazywac na pro-
blemy w konstrukcji modelu systemu. Co istotne, przedstawiony w niniejszym podroz-
dziale algorytm umozliwia zbadanie tej wtasnoSci z pewnym przyblizeniem, jednak bez
potrzeby analizy przestrzeni standw.

Opisana tutaj jest nieco uproszczona wersja algorytmu, ktora nie bierze pod uwa-
ge tranzycji wyjsciowych miejsca, dla ktérego oblicza maksymalna mozliwa liczbg to-
kenow. Algorytm moze wigc zwraca¢ wyzsze maksymalne wartosci niz faktycznie wy-
nikajace z caloSciowej analizy przestrzeni stanéw takiej sieci. Nalezy rowniez zauwa-
zy¢, ze algorytm zaktada zaréwno maksymalnie szybki czas aktywacji i uruchomienia
tranzycji wejsSciowych badanego miejsca, a takze to, ze kazda tranzycja wejSciowa jest
zawsze aktywna. Moze to zawyzy¢ na wyniku, wiadomo jednak, ze rzeczywista liczba
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tokenéw w miejscu w dowolnym stanie sieci nigdy nie przekroczy wartoSci okreSlone;j
przez proponowany algorytm. Na wstepie nalezy okresli¢ funkcje pomocnicza fast(t).

Definicja 3. Funkcja czasowa fast(t).
Dla kazdej tranzycji t; € T rozszerzonej sieci czasowej Z = {P, T, F,V, 1, J} dana jest
funkcja fast(t;) = ozfi + ﬂtLi. Funkcja ta okresla najkrotszy mozliwy czas, ktory musi
uptynqé, aby aktywna tranzycja zakoriczyta faze produkcyji.
Nalezy podkresli¢, ze algorytm przyjmuje deterministyczny, najszybszy mozliwy

czas do wyprodukowania tokenéw przez tranzycje dany przez fast(t;).
Dane wejsciowe dla Algorytmu 1 sg nastgpujace:

e Zbior wszystkich tranzycji wejSciowych miejsca p, oznaczony jako *p .

e Wartos¢ fyg okreslajaca maksymalny czas zycia tokenu w miejscu p.

e Wagi tukéw V (¢;, p), gdzie t; € *p.

Algorytm 1 Wyznaczanie maksymalne;j liczby tokenéw dla miejsca

1. currentTime = 0, result = 0, K, — ()
2: for (i = 1to lem(fast(t;) : t; € °p) +7Y) do
3: currentTime = currentTime + 1

4: updateT okensTimelnPlace(p,+1)

5: for (Vt; € *p : currentTime MOD fast(t;) = 0) do
6: produceT okensInPlace(p,+V (t;,p))

7: end for

8: if (| K| > result) then

9: result = | K|

10: end if

11: end for

Najistotniejszym parametrem jest liczba krokéw w gtoéwnej petli algorytmu (in-
nymi stowy ile kolejnych krokéw/stanéw Algorytm 1 musi przeanalizowac). Bazujac
na przyktadzie sieci z Rysunku 1 nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, po ilu krokach moz-
liwe jest uzyskanie najwigkszej zgromadzonej jednoczesnie liczby tokenéw w miejscu
p. Jak byto juz wyjasnione przy opisie zatozen dla algorytmu, tranzycja wyjsSciowa t3 z
Rysunku 1 bedzie ignorowana.

Dla kazdej tranzycji zaktada si¢ deterministyczny czas od aktywacji do produkcji
rowny fast(t;). Nalezy zauwazyé, ze w pewnych momentach czasu wszystkie tranzycje
wejsciowe danego miejsca uruchomic si¢ moga rownoczesnie. Ten moment to najmniej-
sza wspolna wielokrotno$¢ czasow okreslonych przez fast(t;) dla wszystkich ¢; € *p,
okreslona jako lem(fast(t;) : t; € *p). Po uptywie od tego momentu czasu ) wszyst-
kie wyprodukowane wtedy tokeny osiagna swdj maksymalny dopuszczalny czas zycia
w analizowanym miejscu. Suma z linii 2 stanowi maksymalna liczbg krokéw algorytmu.
Najp6zZniej w tym momencie miejsce posiada¢ moze rownoczes$nie maksymalng mozli-
wa przy wczesniejszych zatlozeniach liczbg tokenéw. Tranzycje wyjsciowe dla p sa one
ignorowane, w zwiazku z czym nie zabieraja tokenow. Tokeny znikaja z miejsca tylko na
skutek starzenia si¢. W linii 4 jest odwotanie do funkcji, ktorej zadaniem jest zwigksze-
nie wartoSci czasowych wszystkich tokendw istniejacych w danym momencie w miejscu
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a=5 a=12

5 g
B=2 p=4
T Tokeny: # T Tokeny: #
1 - ® 251,1,5,5,7,9,9
2 - ® 26 2,2,6,6,8,10,10
3 - ® 270,3,3,7,7,9,11,11
40,0 ® 280,0,1,4,4,8,8,10,12,12 1
51,1 ® 291,1,2,5,5,9,9,11
62,2 ® 302,2,3,6,6,10,10,12
73,3 31 3,3,4,7,7,11,11
80,0,4,4 320,0,4,4,5,8,8,12,12

90,1,1,5,5
101,2,2,6,6

11 2,3,3,7,7

120,0,3,4,4,8,8

13 1,1,4,5,5,9,9

14 2,2,5,6,6,10,10

15 3,3,6,7,7,11,11
16/0,0,4,4,7,8,8,12,12

17 1,1,5,5,8,9,9

18 0,2,2,6,6,9,10,10
191,3,3,7,7,10,11,11
200,0,2,4,4,8,8,11,12,12 1
211,1,3,5,5,9,9,12
222,2,4,6,6,10,10

23 3,3,5,7,7,11,11
240,0,4,4,6,8,8,12,12

342,2,6,6,7,10,10
35 3,3,7,7,8,11,11
|8188l0,0,0,4,4,8,8,9,12,12
® 371,1,1,5,5,9,9,10

°
® 331,1,5,5,6,9,9
'Y
'

[y

® 44 0,0,4,4,8,8,8,12,12
® 450,1,1,5,5,9,9,9

® 461,2,2,6,6,10,10,10

® 47 2,3,3,7,7,11,11,11

® 480,0,3,4,4,8,8,12,12,12
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Rys. 1. Przyktad sieci xXTPN dla problemu maksymalnej liczby tokenéw z rozpisanymi wszystkimi multizbiorami
K dla zadanego przedziatu czasu od 1 do 48. Kolumna 7 oznacza konkretna chwile czasu, druga kolumna
zawiera liczby multizbioru K reprezentujacego tokeny, ostatnia kolumna oznacza liczbg tokenéw. Komorki
w pierwszej kolumnie z szarym tlem oznaczaja czas, w ktérym powstaty nowe tokeny. Czarne koto oznacza
istnienie podzbioru aktywujacego dla tranzycji t3 w miejscu p; w chwili 7.

p oraz usunigcie tych, ktére po zwigkszeniu swojej warto$ci czasowej przekraczaja war-
tos$¢ graniczng dla tego miejsca, tj. ’yg . Wewnetrzna petla algorytmu w liniach 5-7 dziata
tylko dla tych tranzycji, ktére w danym czasie (currentime) produkuja tokeny. Sa to
te kroki gtéwnej petli okreSlone przez currentTvme dla ktérych reszta z dzielenia ich
przez fast(t;) jest réwna zeru. Tylko w tych momentach czasu, przy przyjetych zato-
zeniach, ¢; konczy produkcje. Funkcja w linii 6 liczy sume wyprodukowanych w dane;j
chwili tokenéw w miejscu p. Dodawane jest do aktualnej sumy doktadnie tyle tokenéw,
ile wynosi waga tuku V (¢;, p).

W przykiadzie z Rysunku 1 chwile czasu 7, w ktoérych nastgpuje produkcja toke-
néw to 4,8,9,12, 16, 18, 20 itd., czyli wielokrotnosci fast(t;) = 4 oraz fast(ts) = 9.
W przyktadzie najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ ma warto$¢: lem(4,9) = 36. Rysu-
nek 1 zawiera wypisane wszystkie wartoSci multizbioru %K p (reprezentujace tokeny)
w czasie od 0 do 48. Maksymalna liczna tokenow istniejacych rownoczesnie w p nigdy
nie przekracza 10. W omawianym przyktadzie jest ona osiagana w czasie 7 rownym 20,
28, 36 oraz 48.

Nalezy ponownie podkresli¢, ze Algorytm 1 nie uwzglednia tranzycji pobie-
rajacych tokeny z miejsca p, a ich uwzglednienie rozbudowatoby schemat postgpo-
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wania. Nalezaloby przyja¢ dla takich tranzycji pewne zalozenia, ktére niekoniecznie
musiatyby by¢ zawsze prawdziwe. Uwzglgdnia¢ musiatyby one Sredni (lub minimal-
ny/maksymalny) czas produkcji, a dodatkowo takie tranzycje mogtyby dodatkowo za-
leze¢ od tokenéw w zupetnie innych miejscach. Podsumowujac, bez doktadnej analizy
stanow danej sieci, nie da si¢ inaczej niz w sposob przyblizony okresli¢ goérnej granicy
liczby tokenéw w kazdym miejscu. Mimo tego znajomo$¢ wartoSci przyblizonej stano-
wi¢ moze istotng informacj¢ dla dalszych analiz rozwazanej sieci.

Ztozonosé czasowa algorytmu to O(n?), przy czym nalezy zauwazy¢, ze najwig-
cej powtdrzen niemal zawsze bedzie miec petla zewngtrzna (liczba gléwnych krokéw,
w ktérych analizowane jest miejsce i jego tokeny). Wewngetrzna petla dziata tylko dla
tranzycji wejsciowych i tylko w tych krokach, w ktérych wedtug przyjetych zatozen ma-
ja one wyprodukowac tokeny. Rozwinigcie algorytmu o analiz¢ tranzycji wyjSciowych
wprowadzitoby dodatkowe petle wewnetrzne, jednak nie bytyby one bardziej zagniez-
dzone niz juz istniejaca, stad ztozono§¢ takiego algorytmu pozostataby O(n?).

3.2. Okreslenie warunkéw zywotnosSci tranzycji

Jedna z cech charakterystycznych proponowanej sieci jest istnienie zwiazku po-
migdzy warto$ciami czasowymi okre§lonymi, np. przez funkcje fast(t;) dla tranzycji
t; € °p, wartoSciami ’pr oraz ’yg miejsca p oraz tym czy t;, dla ktérej p € °*¢; bedzie
miata szans¢ na uruchomienie. Notacja °t; oznacza zbiér wszystkich miejsc wejscio-
wych dla tranzycji ¢;. Tranzycja t3 z Rysunku 1 jest tranzycja wyjsciowa, jednak dziata
ona na tych samych zasadach co inne tranzycje sieci. R6znica jest tylko taka, ze po
zakonczeniu fazy produkcji nie tworzy ona nowych tokenéw. Tranzycja t3 w pewnym
momencie moze si¢ aktywowac, co wymaga pigciu tokenéw w miejscu p; o odpowied-
nio dtugim czasie zycia (jest to tzw. okno uruchomienia). Okno uruchomienia dla ¢3 to
czas, w ktérym w miejscu p; musi zaistnie¢ podzbidr aktywujacy, albo prostszymi sto-
wy w multizbiorze %K p, musi by¢ przynajmniej 5 elementéw, o wartoSciach réwnych
przynajmniej fylfl =5.

W tabeli pod Rysunkiem 1 wida¢, ze w chwili 7 = 14 jest juz 5 takich tokenéw (o
wartoSciach 5, 6, 6, 10, 10). Pomimo zmieniania si¢ wartosci czasowych tokendw, tacz-
nie do chwili 7 = 21 istnieje podzbidr aktywujacy. Okno uruchomienia ¢3 od momentu
aktywacji jest mniejsze niz maksymalny czas aktywacji oztUB = 12, trwa ono 7 jednostek
czasu. W chwili 7 = 22 tranzycja t3 przestanie by¢ aktywna, jezeli nie uruchomi si¢
do 21 jednostki czasu, poniewaz w tym przedziale miejsce p; posiada przynajmniej 5
tokendw starszych niz czas 751. W chwili 7 = 22 miejsce p; posiada co prawda 7 toke-
now, jednak tylko 4 z nich maja czas wigkszy lub rowny ’y]f. Nie istnieje wigc podzbidr
aktywujacy, co spowoduje dezaktywacje t5. Nalezy zaznaczy¢, ze jesli t3 do tego czasu
si¢ uruchomi i rozpocznie faze¢ produkcji tokendéw, warunki aktywacji w rozszerzonej
sieci czasowej przestaja jej dotyczy¢ do momentu zakonczenia przez nig produkcji.

Mozna sformutowac ogdlniejszy problem dotyczacy tego, czy na podstawie zna-
nych wartoSci czasowych innych miejsc 1 tranzycji, pewna tranzycja ¢ ma szanse na
uruchomienie w pewmym okreSlonym czasie. Algorytm rozwiazujacy tego typu pro-
blem moze migdzy innymi pozwala¢ na okreSlenie, czy przypisane do tranzycji wartosci
czasowe sa nieodpowiednie w tym sensie, ze razem z wartoSciami czasowymi jej miejsc
wejsciowych spowoduja, ze np. w ekstremalnym przypadku tranzycja ta bedzie caly czas
nieaktywna.
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Problem ten mozna rozwazaé dla wielu przypadkéw réznigcych si¢ stopniem
skomplikowania uktadu miejsc i tranzycji. Jedna z prostszych propozycji jego rozwiazy-
wania jest Algorytm 2. Zaklada si¢ tutaj prostszy przypadek, w ktérym badana tranzycja
ma tylko jedno miejsce wejSciowe. Dodatkowo nie sg tutaj uwzgledniane konflikty tran-
zycji konkurujacych o tokeny z tego samego miejsca. Bez tego zalozenia rozwazania
wkraczalyby juz w obszar analizy przestrzeni stanéw, co wykracza poza zakres niniej-
szego artykutu.

Dane wejsSciowe dla Algorytmu 2 sg nastgpujace:

e Okreslona tranzycja ¢, taka, ze istnieje miejsce wejSciowe p € °t,.

e WartoSci ,pr 1 ”yg przypisane do miejsca p.

e Zbidr wszystkich tranzycji wejsSciowych miejsca p, oznaczony jako *p .
e Waga tuku V' (p, t,).

Algorytm 2 Weryfikacja warunkéw uruchomienia tranzycji

counter = 0,last_mazx = 0; MULTISETS[] =0, VECTOR[ = 0
early_firing_possible = late_firing_possible = false
for (time = 1to (lem(fast(t;) : t; € °p) +~)) do
MULTISETS[time] < generateMultiset for Place(time)
if (activationSubset Exist(MULTI1SET S[time],t,)) then
VECTOR]time] =1
else
VECTOR[time] =0
end if
end for
. for (time = 1to (lem(fast(t;) : t; € *p) +1Y)) do

R A Al >

—_
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12: if (VECTOR][time] = 1) then
13: counter = counter + 1

14 if (counter > last_max) then
15: last_max = counter
16: end if

17: else

18: counter = 0

19: end if

20: end for

21: if (last_maz > «f ) then

22: early_firing_possible = true
23: end if

&)
N

. if (last_maz > o) then
latest_firing_possible = true
end if

N
AN

Maksymalna liczba krokéw (tj. jednostek czasu), ktéra podlega sprawdzeniu
przez Algorytm 2 okreSlona jest w dwoch niezaleznych petlach dziatajacych w liniach
3-10 oraz 11-20. W obu przypadkach liczba krokéw jest rowna wielokrotnosci warto-
Sci funkcji fast(t;) dla wszystkich tranzycji wejSciowych t; € *p oraz maksymalnego
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dopuszczalnego czasu zycia tokenu (7;[7] ), tak jak w Algorytmie 1. Pierwsza petla ma
dwa zadania. Po pierwsze dla kazdego czasu (iteracji) time, w lisScie MU LTISETS]]
na pozycji time tworzony jest aktualny multizbiér K reprezentujacy tokeny miejsca p
w chwili time. Odpowiada za to funkcja generateMultiset for Place(time). Innymi
stowy petla ta przeprowadza prosta symulacje tworzenia nowych tokenéw od chwili
time = 1, w ktérej to zaktada sig, ze miejsce p nie posiada jeszcze tokendéw, o ile nie
utworzy ich wspomniana funkcja. Liste MU LTISET|] w pelnej postaci mozna sobie
wyobrazi¢ jako listg wierszy z kolumn tabeli z Rysunku 1 opisanych jako “Tokeny”.
Drugim zadaniem petli jest sprawdzanie w kazdym kroku (linie 5-9), czy w chwili time
istnieje podzbidr aktywujacy dla ¢,. Jezeli istnieje, do listy V ECTO R[] na pozycji time
wpisywane jest 1, zero w przeciwnym wypadku.

Druga petla Algorytmu 2 znajduje si¢ w liniach 11-20. Jej zadaniem jest wy-
liczenie maksymalnej liczby krokéw (przechowywanej w last_mazx), w ktérych bez
zadnej przerwy istnieje podzbiér aktywujacy dla t,. Za kazdym razem gdy na liscie
V ECTOR]time] pojawi si¢ zero, co oznacza brak takiego podzbioru w chwili time,
suma pomocnicza counter jest resetowana (linia 20).

Ostatnie dwie instrukcje warunkowe algorytmu w liniach 21 oraz 24 sprawdza-
ja, czy wyliczona suma last_max jest wigksza odpowiednio od othz oraz od atUz . W
pierwszym przypadku oznacza to, ze tranzycja t,, ma w ogole szanse si¢ uruchomi¢. W
przypadku gdy last_maz > ozg wiemy, ze podzbior aktywacyjny w badanym przez
Algorytm 2 zakresie czasu istnial przez caty czas, kiedy ¢, moze pozostawac aktywna.

Na Rysunku 1 oznaczono wiersze, w ktorych istnieje podzbior aktywujacy. Wi-
da¢, ze w analizowanym czasie istnial on bez przerwy czterokrotnie, w wierszach
14 — 21, 23 — 30, 32 — 39 oraz 41 — 48. Za kazdym razem istniat on 8 jednostek czasu,
co oznacza, ze od momentu aktywacji tranzycja t3 musi rozpoczaé produkcje najdalej w
tym momencie (tj. do 6smej jednostki czasu wiacznie od momentu aktywacji), pomimo
tego, ze jej teoretyczny maksymalny czas do uruchomienia to ozg = 12.

Co do zlozonosci czasowej Algorytmu 2, nalezy najpierw zauwazy¢, ze formal-
nie istnieja dwie petle (linie 3-9 oraz 11-20), ktére jednak sa rozdzielone i dzialaja jedna
po drugiej. Jednakze w linii 5 znajduje si¢ odwotanie do funkcji, ktéra sprawdza czy
istnieje podzbior aktywujacy. Jego wyznaczenie musi obejmowac sprawdzenie wszyst-
kich miejsc wejSciowych danej tranzycji, a dla kazdego miejsca analiz¢ multizbioru K
opisujacego tokeny miejsca. Funkcja ta ma wigc ztozonosé O(p - k), gdzie p to liczba
miejsc wejsciowych, a k to liczba tokendw w kazdym miejscu. Podsumowujac, ztozo-
nos¢ catego Algorytmu 2 wynosi O(n - p - k), gdzie n to liczba krokéw analizowanych
przez algorytm (linia 3).

4. Podsumowanie

Rozwazana rozszerzona sie¢ czasowa posiada wiele ciekawych wtasciwosci. Pet-
ny matematyczny opis przedstawionej sieci planowany jest w przysztych publikacjach.
Mozna tutaj wymieni¢ definicje dozwolonych operacji na multizbiorach K, takie jak
wplyw uptywu czasu, dodawania oraz usuwania tokenéw, poréwnywanie wartosci cza-
sowych na potrzeby okreslania zbioru aktywnych w danej chwili tranzycji oraz wiele
innych. Zaproponowane w niniejszym artykule algorytmy nie sa skomplikowane, jed-
nak pokazuja mozliwosci weryfikacji modeli opartych na nowego rodzaju sieci czaso-
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wej. Pierwszy algorytm podaje przyblizong, maksymalng liczbg tokenéw mozliwa dla
kazdego miejsca sieci. Oznacza to, ze sie taka jest ograniczona, o ile okreSlony jest
maksymalny czas zycia tokenu dla kazdego miejsca. Kolejny proponowany algorytm
jest w stanie weryfikowac, w oparciu o dane czasowe zawarte w elementach sieci, czy
tranzycje sa w stanie si¢ uruchomic. Jest to takze podstawowa wersja, ktéra moze by¢
ulepszana, aby wskazywac problemy z zaglodzeniem tranzycji dla dowolnej struktu-
ry zbudowanej w oparciu o sie¢ czasowa. Inne algorytmy dla rozwazanej sieci moga
na przyktad okresla¢ przyblizona liczbg¢ produkowanych i konsumowanych tokenéw w
pewnych okreSlonych przedziatach czasu.

Rozszerzona sie¢ czasowa xXTPN daje bardzo duze mozliwosci tworzenia mode-
li na niej opartych, w sytuacji, gdy dane czasowe o procesie biologicznym sg niepeine
lub bardzo przyblizone. W przypadku bardzo precyzyjnych danych mozliwe jest takie
dostosowanie wartosci czasowych opisujacych np. tranzycje, aby czas dziatania byt de-
terministycznie okreslony. Co istotne, za pomoca proponowanej sieci mozna tworzy¢
modele, ktére beda miaty r6zne poziomy precyzji w ramach jednej sieci, zaleznie od
dostgpnosci danych opisujacych badany proces lub system biologiczny.
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