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PODE] SC!E DUALNE DLA PROBLEMU MINIMALIZACJI WAZONEJ SUMY
SPOZNIEN Z WYKORZYSTANIEM METAHEURYSTYK

Streszczenie. W pracy przedstawiono podejScie dualne dla problemu minimaliza-
cji wazonej sumy spoznien. Podejscie to mozna zastosowaé zaréwno do rozwia-
zania problemu wyjSciowego, jak 1 do uzyskania dobrej jakosci dolnego ograni-
czenia dla metody podziatu i ograniczen. Opisane podejscie zostato zaimplemen-
towane z wykorzystaniem metody subgradientu jak 1 metaheurystyki poszukiwa-
nia lokalnego. Przedstawiony przyktady ilustrujace cechy zaimplementowanych
algorytméw oraz jakosS¢ uzyskiwanych rozwigzan.

METAHEURISTIC-BASED LAGRANGIAN RELAXATION APPROACH TO
MINIMIZE THE TOTAL WEIGHTED TARDINESS

Summary. In this paper a Lagrangian relaxation approach to the problem of mi-
nimization of the total weighted tardiness is presented. The approach can be used
both to solve the original problem as well as to obtain high-quality lower bound
for the branch-and-bound method. The approach was then implemented using se-
veral variants of the subgradient method as well as a local-search metaheuristic.
Examples are shown to illustrate the characteristics of the proposed algorithm as
well as quality of obtained solutions.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie minimalizacji wazonej sumy spdéZnien zadan, oznaczane jako
1||Xw;T; w notacji Grahama, jest jednym z najczesciej rozwazanych jednomaszyno-
wych probleméw szeregowania zadan, zaréwno w kontekscie teoretycznym jak 1 prak-
tycznym [2, 19]. Ze wzgledu na NP-trudnos$¢ problemu, jedna z najbardziej popularnych
doktadnych metod jego rozwiazania pozostaje metoda podziatu i ograniczen [16]. Me-
toda ta wymaga do dzialania obliczania wartoSci tzw. gérnych (UB) i dolnych (LB)
ograniczen problemu. Poniewaz dowolne rozwiazanie dopuszczalne problemu 1||3w;T;
stanowi jego gérne ograniczenie, to UB moze zostac tatwo wyznaczone przy uzyciu do-
wolnej metaheurystyki dla danego problemu. Obliczenie wartosci LB jest w praktyce
trudniejsze, szczegdlnie w przypadku probleméw takich jak 1||Xw;T;. W ponizszej pra-
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cy proponujemy podejsScie dualne, pozwalajace na obliczenie wartoSci LB przy uzyciu
pewnego algorytmu hybrydowego z wykorzystaniem metaheurystyki.

2. Problem podstawowy

Zaczniemy od sformalizowania podstawowego problemu 1||Xw;T;. Dany jest
zbiér n zadai N = {1,2,...,n}. Dla kazdego zadania dany jest czas wykonywania
p; > 0, zadany termin zakoriczenia d; > 0 oraz waga w; > 0, ¢ € N. Nalezy okre-
§li¢ harmonogram tj. wektor termindéw rozpoczecia zadan S = (S, 5z, ...,.S,), tak by
zminimalizowa¢ sume¢ wazonych spdznien poszczegdlnych zadan, mianowicie:

min Y- wilS; +pi — di]* = min 3 wiT;, (1)
i=1 i=1

gdzie T, & [S; + pi — di]F, [2]" & max{z, 0}, jest sp6Znieniem zadania i. Mimo iz
T; jest funkcja zalezna od .5;, dalej dla zwigztosci zapisu, bedziemy uzywac T; zamiast
[S; + pi — d;]". Maszyna moze wykonywaé co najwyzej jedno zadanie jednocze$nie,
wigc rozwiazanie .S musi spetnia¢ ograniczenie:

Vigrit (Si+pi < 85)V(Sj+p; < 5). (2)

Dla sformutowanego problemu, z uwagi na regularnos¢ funkcji kryterialnej, harmono-
gram .S jest dosunigty w lewo na osi czasu zatem moze by¢ jednoznacznie reprezentowa-
ny przez kolejnos¢ wykonywania (permutacje¢) zadan 7 = (7(1), 7(2),...,n(n)), gdzie
(1) okresla ktére zadanie jest wykonywane jako i-te w kolejnosci. Wtedy dla kazdego
7 terminy S wyznacza si¢ ze wzoru rekurencyjnego:

Sray =0, (3)
Sﬂ'(i) = Sﬂ'(i—l) + Dr(i-1)> 1=2,3,...,m (4)

w czasie liniowym O(n).
3. Relaksacja i dolne ograniczenie

Tak zwane podejScie dualne opiera si¢ na relaksacji czgSci ograniczen oryginal-
nego problemu oraz uwzglednieniu ich poprzez funkcje kary [7]. Dzigki ogdlnej naturze
podejscie to zostato zastosowane dla szerokiej klasy probleméw optymalizacji. Przykta-
dy z dziedziny szeregowania zadan obejmuja problem przeptywowy [8, 14] 1 gniazdowy
[5], szeregowanie stochastyczne [15], harmonogramowanie tras pociagéw [20] i pracy
dzwigéw [9] oraz procesy przemystowe np. odlewanie [6]. Poza szeregowaniem, po-
dejscie dualna znalazto zastosowanie w zagadnieniach marszrutyzacji [13], alokacji za-
sobow [11], optymalizacji portfolio [18], problemach minimalizacji kosztu w sieciach
przeptywowych [4] a nawet w klasyfikacji [10].

W naszym przypadku relaksujemy ograniczenie (2), pozwalajac by maszyna
wykonywata dowolna liczbg¢ zadan réwnoczesnie. Zalozeniem istotnym dla dalszych
rozwazan jest catowitoliczbowosS¢ czaséw wykonywania p;, pozwalajace na wprowa-
dzenie dyskretyzacji uptywu czasu w harmonogramowaniu. W konsekwencji, termi-
ny rozpoczecia i zakonczenia zadan przyjmuja wytacznie wartosci catkowite ze zbioru
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{0,1,..., H}, gdzie H jest gérnym ograniczeniem horyzontu czasowego dla harmo-
nogramu. W praktyce H = »I' | p;. To umozliwia nam zdefiniowanie zbioru zadan
wykonywanych w przedziale czasu [t — 1, ¢]:

L(S)E{ie N :t>8>t—p}, (5)
oraz liczbg zadan wykonywanych w tym przedziale:
def
9(5) & TS, ()
Problem z rozdziatu 2 mozna teraz zapisac jako zadanie optymalizacji nieliniowej:
min > w;T; (7)
S ia
przy ograniczeniach:
gt(S):17 t:1727"'7H7 (8)
O<SZ<H—]?Z, ’LZl,Q,,TL (9)

Ograniczenie (8) wymusza by w kazdym przedziale czasowym [t — 1, ] liczba wykony-
wanych zadan byla réwna jeden ze wzgledu na jednostkowa przepustowos¢ stanowiska.
Ograniczenie (9) uwzgledniamy bezposrednio, wprowadzajac zbior:

SY(S=(518,....,5): 0<S;<H—p, i=12...,n},  (10)

za$ dla ograniczenia (8) uwzglgdniamy poprzez zmienne dualne u &f (ug,ug,. .., umg),
gdzie u, jest dla ustalonego t. WartoS¢ u; moze by¢ interpretowane jako koszt uzycia
maszyny w przedziale [t—1, t]. W efekcie otrzymujemy nastgpujaca funkcje Lagrange’a:

L(S, defzsz + Zut a(S) — 1). (11)
i=1 t=1
Zauwazmy, ze w oryginalnym problemie 1||Xw;T; dla dowolnego dosunigtego w lewo
dopuszczalnego harmonogramu S i kazdego ¢t = 1,2, ..., H musi zachodzi¢ ¢;(S) = 1.
Wtedy wzor (11) dostarcza warto$é funkcji celu Y7, sz tego harmonogramu.
Funkcj¢ (11) przeksztatcimy dalej do wygodniejszej postaci.

n Si+pi H n
L(S,u) =) (wiTi+ > w)—Y u =7 Li(Siu)—Upn, (12)
i=1 t=8;+1 t=1 i=1
gdzie
def g
(Szau) = wiT; + Z ug = wil; + Ug, +pi — Us, (13)
t=S;+1
oraz t
U= us, t=1,2,..., H. (14)

Niech S* bedzie optymalnym rozwigzaniem problemu oryginalnego (7)—(9), zas$
W (u) niech bedzie optymalnym rozwiagzaniem problemu ming L(S,u) dla pewnego
ustalonego u. Zauwazmy, ze wtedy dla kazdego u zachodzi:

ZwZS*—FpZ—d ZwZS*—FpZ—d +Zutgt N—1) >

=1 i=1 t=1
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. def
> min L(S,u) = W(u), (15)

czyli W (u) dostarcza wartosci LB dla funkcji celu (7) na mocy pojecia relaksacji. Po-
niewaz interesuje nas jak najwigksza warto$¢ LB, to otrzymamy ja z maksymalizacji:

max W (u) = mlszxmsin L(S,u). (16)

W ogdlnosci opisany powyzej model moze postuzy¢ takze do rozwiagzania proble-
mu podstawowego (7)—(9). Istotnie, na mocy definicji relaksacji, jesli dla pewnego u
znajdziemy S* z minimalizacji ming L(S,u) = L(S* u) dla, ktérego ¢,(S*) = 1,
t=1,2,...,H, to S* jest rozwigzaniem optymalnym problemu (7)—(9). Problem (16)
mozna zdekomponowaé na dwa podproblemy: max, W (u) nazywany dalej problemem
gbérnego poziomu, oraz ming L(S, u) nazywany dalej problemem dolnego poziomu. Pro-
blem dolnego poziomu zwykle jest rozwiazywany wielokrotnie dla r6znych wartosci w.
Dla rozwiazania problemu gérnego poziomu mozemy uzy¢ metody przyblizonej (heury-
styki, metaheurystyki), jednakze dolny poziom musimy zawsze rozwigza¢ optymalnie,
by otrzymana warto$¢ byta dolnym ograniczeniem, zgodnie z zaleznoscia (15). Dalej
oméwimy podejScia do rozwiazania obu pod-problemow.

4. Problem dolnego poziomu
Uwzgledniajac (10)—(13), dla ustalonego u otrzymujemy:
Wi(u) = migl L(S,u) =) min Li(S;,u) —Ug =) Vi(u) —Un (17)

gdzie
e - (S ) = ' (g
Vi(u) = ocdn Li(S;,u) gepaun, Li(S;,u). (18)
Dla ustalonego u kazdy problem (18) mozna rozwiazac¢ poprzez bezposredni
przeglad mozliwych termindéw rozpoczgcia S;. Poniewaz wzor (14) moze by¢ zapisa-
ny w formie rekurencyjnej U; = U1 + w, t = 1,2,..., H, Uy = 0, to obliczenie
wartosci U; mozna zrealizowaé w czasie O(H). Zatem wyliczenie (13) poprzez (18)
wymaga czasu O(H ), zas wyznaczenie W (u) ze wzoru (17) dla ustalonego u wymaga
czasu O(nH).

5. Problem gornego poziomu

Problem (16) jest zadaniem optymalizacji ciagtej, nieliniowej (doktadniej odcin-
kami liniowej), stabo wypuklej, nier6zniczkowalnej w punktach "sklejanych", o duzej
liczbie sktadowych wektora u. Formalnie mozna go sprowadzi¢ do zadania programo-
wania liniowego (PL) jednakze o znacznym rozmiarze. Przyktadowo dla H = 1000,
n = 100 oczekiwany rozmiar PL to 10? zmiennych i 10?° warunkéw ograniczajacych.
Ze wzgledu na brak rézniczkowalnosci, proponowane dalej jest kilka alternatywnych
podejs¢: (1) metoda subgradientowa, (2) metaheurystyka poszukiwania lokalnego, (3)
metoda hybrydowa. Przedstawimy je kolejno w pewnej syntetycznej formie.
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5.1. Metoda subgradientu

Ta czesto stosowana w problemach dualnych metoda (SUB) korzysta z pojecia
subgradientu dla funkcji nier6zniczkowalnych [12]. W skrdcie, generuje ona ciag wek-

toréw u’, ul, u?, ... wedlug zaleznosci

uf“:uf—#ak(gt(sk)—l), t=1,2,..., H, (19)

gdzie o jest dtugoscia kroku w k-tej iteracji, za§ S* jest optymalnym rozwiazaniem
problemu dolnego poziomu w k-tej iteracji, tzn. ming L(S, u*) = L(S*, u*). Dobér cia-
gu o ma znaczacy wpltyw na wilasnosci metody, takie jak stabilnos¢, zbiezno$é oraz
szybko$¢ zbieznosSci LB do UB. Teoretycznie, zbieznoS¢ zapewnia juz ciag taki, ze
limy,_ oo @ = 0, 232, &% = oo, czyli na przykiad ciag harmoniczny o = c/k, dla
pewnej stalej c. Otwartym zagadnieniem pozostaje dobor ¢ & o1, bowiem zalezy on
silnie od rodzaju i wielkoSci instancji testowych. Wymaga to zmudnego ,,strojenia” me-
tody. Brak wzrostu W (u¥) dla k = 1,2, .. ., moze byé powodowany zjawiskiem ,,zygza-
kowania” przy szybkim spadku o w kierunku zera. Podobne wnioski otrzymano takze
dla wolniej zbiegajacego ciagu o = ¢/k?, v < 1 o podanych wtasciwosciach. Wéréd
innych rekomendowanych podej$¢ z udowodniong zbieznoscia jest takze propozycija:

kW(Uk) - W
lg(S*) = 1][*

b =~ (20)
gdzie W* jest optymalng wartoscia funkcji celu. Mianownik jest norma naruszenia ogra-
niczer dla S*, przyktadowo

H
lg(S*) = 1I* = >_(9(S") — 1)*. (21)

t=1

Dla o okreSlonego wzorem (20) wykazano zbiezno§é SUB. Wobec nieznajomosci 1W*
praktycznie sugerowane jest wykorzystanie chwilowego gornego ograniczenia UB*,
cho¢ takie podejScie nie gwarantuje teoretycznej zbieznoSci. Zaleca si¢ aby UB* by-
o aktualizowane w kazdym kroku £ przez uruchomienie pewnej pomocniczej metody
heurystycznej. Jedna z najprostszych propozycji jest obliczenie wartoSci funkcji celu
w oparciu o (3)—(4) dla permutacji w otrzymanej przez uporzadkowanie zadan wedtug
niemalejacych wartosci S¥. Mozliwe jest zastosowanie w tym miejscu innych metaheu-
rystyk majac Swiadomosé, ze poprawi do oszacowanie UB ¥ lecz réwnocze$nie zwigk-
szy faczny czas dziatania algorytmu. Tematyka zbiezno$ci metody dualnej 1 jej odmian
pozostaje obiektem badan [3].

5.2. Metaheurystyka poszukiwania lokalnego

Naszym celem jest rozwigzanie problemu max, W (u) przy wykorzystaniu me-
taheurystyk oraz dokonanie oceny tego podejScia. Wedtug naszej wiedzy jak do tej pory
nie opisano takiego podejScia w literaturze. Opis zastosowania metaheurystyki podamy
dla przypadku zmodyfikowanego symulowanego wyzarzania (m-SA), cho¢ mozliwych do
zastosowania jest tu wiele réznych innych metod przyblizonych.

Proponowana metoda m-SA generuje ciag wektoréw u”, u!, ... podobnie jak
typowe SA z tym, ze proces losowania jest odmienny. Wektor u* bedziemy nazy-
waé rozwiazaniem biezacym, za$ funkcja oceny tego rozwiazania jest W(uF) =

0
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ming L(S,u*) = L(S*, u¥). Lokalne sasiedztwo N (u*) rozwiazania u* okre§lamy jako
Ny ={u=(uy,...ug): w €uf —Auf+(n-1A,t=1,...,H} (22)

gdzie A jest pewna liczba zwang elementarnym przyrostem kary, za$ przedzial wartosci
uy jest ciagly. Kolejne rozwiazanie u*™! € N(u”) jest wybierane w sasiedztwie roz-
wiazania biezacego u* i generowane w nastepujacy sposéb. Najpierw losujemy jedno
rozwiazanie zaburzone u wedtug zasady

’[Lt:Uf—‘—Zt'(gt(Sk)_].),t:1,2,...,H, <23)

gdzie Z;,t = 1,..., H sa liczbami losowymi o rozktadzie r6wnomiernym z przedziatu
[0, A]. Zauwazmy, ze wybOr rozwiazania zaburzonego jest odmienny niz w SA bowiem
rozktad losowania jest nie tylko nierOwnomierny w otoczeniu, ale takze dynamiczny na
skutek uzycia wartosci funkcji g;(S¥). Nastgpnie obliczamy A = W (@) — W (u*). Jesli
A < 0 to rozwiazanie @ akceptujemy bezwarunkowo, tzn. u**1 := . Jesli A > 0 to
rozwiazanie @ akceptujemy z prawdopodobieristwem e(~*/T), gdzie T jest parametrem
zwanym temperatura. W praktyce akceptacja nastepuje jesli e\=*/T) < R, gdzie R jest
liczba losowa o rozktadzie réwnomiernym na przedziale [0, 1]. Jesli rozwiazanie @ nie
zostato zaakceptowane ani przez pierwszy ani przez drugi warunek, to podstawiamy
Wkl = k.

Zmiana temperatury jest dokonywana okresowo lub co iteracj¢ i jest okreslona
przez tzw. schemat studzenia. Jest znanych wiele schematéw i modeli studzenia, patrz
np. rozdziat w ksigzce [1]. W badaniach opisanych dalej uzywaliSmy schematu geo-
metrycznego T%*! = \T* k = 0,1, .... Proponowany algorytm ma wiele elementéw
strojacych. Niektdre sa typowe dla SA, jak na przyktad u°, 70, \, warunek stopu. Warto
wspomniec¢, ze istnieje wariant SA z auto-strojeniem, ktéry pozwala na automatyczny
wybdr wspomnianych wyzej parametréw, [1]. Moze on by¢ implementowany takze tu.

Wielko$ci W (u*) wahaja sie losowo, zatem jako rozwiazanie metody przyjmuje-
my LB = max{W (u"), W(ul),...}. Jesli dodatkowo w kazdej iteracji k zastosujemy
pomocniczy algorytm przyblizony, tak jak przy metodzie subgradientu, szeregujac za-
dania wedtug niemalejacych wartosci S¥ otrzymamy UB z ciagu gérnych oszacowan
UB = max{UB(S°), UB(SY),...}.

5.3. Podejscia hybrydowe

W tym rozdziale rozwazymy kilka modyfikacji algorytméw SUB 1 m-SA zmie-
rzajace do zmniejszenia ich ztozonosci obliczeniowej oraz poprawy zbieznoSci. Mo-
ga by¢ one postrzegane jako ‘“strojenie” algorytmu, ale niektére warianty powinny by¢
postrzegane jako hybrydy. Rozpoczniemy od modelu (20). Istnieje co najmniej kilka
modyfikacji tego schematu prowadzace do algorytméw z r6znymi wlasnosciami obser-
wowanymi w eksperymentach: (1) inicjowanie u” warto$ciami losowymi, (2) sterowanie
celowe ciagiem ¥, (3) sterowanie losowe ciagiem ciagiem .

Propozycja (1) jest oczywista, bowiem zerowe wartosci « powoduja niekorzystne
zachowania si¢ W (u) w poczatkowej fazie algorytmu, zaréwno dla SUB jak i m-SA.
Istotnie dla zerowych u” problem min L (S, U) lokuje wszystkie zadania réwnocze$nie
w terminie zero. W konsekwencji, w serii poczatkowych krokéw, obserwowane sa liczne
ujemne warto$ci W () zanim nastapi faktyczny wzrost wartosci W (u). PrzejdZzmy dalej
do analizy alternatywnych podej$¢ w zakresie sterowania ciagiem v*, odpowiednio do
punktéw (2) i (3), w kierunku przyS$pieszenia szybkosci zbieznosci W (u) do UB.
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Sterowanie celowe ciagiem +* ma na celu automatyczne dopasowanie wielkosci
~* do instanciji, tak by skréci¢ poczatkowa faze algorytmu charakteryzujaca sie ujem-
nymi wartos$ciami W (u). Sterowanie moze by¢ realizowane w rézny sposéb. Pierwszy,
najczesciej stosowany, to: ustali¢ 7° =~ 2.0 oraz zmniejszy¢ v* o potowe, jesli w kolej-
nych 5 krokach nie wystapi wzrost wartosci W (u*). Drugi, stosuje model spadek-wzrost
wedlug zasady: jesli w jednym kroku nastapi spadek wartosci W (u*) to zmniejszy¢
Vil = o . 4%, 0 < 1; jesli nastapit wzrost W (u*) to zwigkszyé v*t1 = 7. ~+%, 7 > 1.
Wartosci o oraz 7 powinny by¢ bliskie jedynce. Losowy model zmian 7* moze by¢ po-
strzegany jako inny wariant SA lub algorytm bedacy kombinacja metod VNS (Variable
Neighbourhood Search) oraz RS (Random Search). W duzym uproszczeniu, polega on
na wprowadzeniu do wartosci v¥ we wzorze (20) losowego niewielkiego zaburzenia.
Tak otrzymana zmienna losowa +* wykazuje zmiane wartosci $redniej zgodnie z (20).
Eksperymenty pokazuja, ze losowoS¢ zapobiega wystapieniu zjawiska zygzakowania
charakterystycznego dla metody SUB.

6. Badania numeryczne

Przedstawione w rozdziale 5 metody zostaly zaimplementowane w kilku warian-
tach, w celu ilustracji wybranych cech numerycznych oraz oceny przydatnoSci podejscia
dualnego i metod przyblizonych dla wyznaczania warto$ci LB 1 UB. Zaimplementowano
nastgpujace warianty algorytmow:

1. SUB4 — metode subgradientu z zastosowaniem ciggu harmonicznego of = B
¢ = 1; linia przerywana czarna (patrz Rys. 2a),
2. SUBp — metode subgradientu z zastosowaniem ciagu o = ﬁ ¢ = 1; linia

przerywana z kropkami czarna (patrz Rys. 2a),

3. SUB¢ — metodg subgradientu z zastosowaniem wzoréw (20)—(21), gdzie -y poczat-
kowo ma wartoS¢ 2 1 jest zmniejszane dwukrotnie jesli w ostatnich 5 iteracjach nie
znaleziono nowej najlepszej wartosci W (u); linia kropkowana czarna (patrz Rys.
2b),

4. SUBp — metode subgradientu z zastosowaniem wzoréw (20)—(21), gdzie 7" jest
realizacja zmiennej losowej z rozktadu jednostajnego [0.95; 1.05]; linia ciagta czar-
na (patrz Rys. 2b),

5. SA 4 — metoda m-SA przy zatozeniu u° = u, A = 0.99, T° = 1000, linia przery-
wana szara (patrz Rys. 1b),

6. SAp —metoda m-SA przy zatozeniu v’ = u, A = 0.9, TV = 100; linia kropkowana
szara (patrz Rys. 1b).

Wielko$¢ u oznacza poczatkowy wektor cen dualnych o losowych wartosciach u; €
[—1.5..3.5],t = 1,..., H. Algorytmy zostaly zaprogramowane w jezyku Julia. W celu
poréwnania réznych podejs¢, wszystkie wykresy dotycza tego samego przyktadu te-
stowego. Przyktad wygenerowano metoda przedstawiona na stronie OR-library [17].
Wartosci p;, w; oraz d; sa losowymi liczbami catkowitymi z przedziatéw odpowied-
nio [1;100], [1;10] oraz [1 — TF — RDD/2;1 — TF + RDD/2|, gdzie TF, RDD €
{0.2,0.4,0.6,0.8,1.0}. Wygenerowany przyktad miat n = 30 oraz TF = 0.6 RDD =
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Rys. 1. Zbieznos¢ zbadanych metod

0.4. Dla przedstawienia wielu krzywych na jednym wykresie bez uzycia koloréw, po-
stuzono si¢ r6znymi rodzajami czarnych 1 szarych linii. Posta¢ linii we wszystkich wy-
kresach jest dla danego algorytmu taka sama (wymieniona ja w punktach 1..6). Linig
pozioma zaznaczano warto$¢ optymalng dla testowanej instancji.

Zachowanie si¢ metod jest r6zne dla ré6znych instancji, chociaz obserwowane
tendencje zmian sg typowe, patrz Rys. la. Poprawne wystrojenie metod jest proce-
sem zmudnym i wymaga wielu badan eksperymentalnych. Uzycie ciggu harmonicznego
(przebieg na Rys. 4a) dla zmian o w metodzie SUB gwarantuje teoretyczna zbieznosc,
jednak w praktyce jest ona bardzo wolna, ostatecznie pozostawiajac duza luke (gap)
pomigdzy LB 1 UB, patrz Rys. la oraz 2a. Klopotem jest tutaj wlasciwy dobor state]
c. Zmniejszenie szybkoSci zbiegania o w kierunku zera (przebieg na Rys. 4b) zwykle
,poprawia” przebieg SUB (ponownie Rys. la i 2a).

Bardziej ztozony model modyfikacji o za pomoca 7, W (u) i UB (przebiegi na
Rys. 4c oraz 4d) mimo braku teoretycznej zbieznoSci zachowuja si¢ zdecydowanie bar-
dziej stabilnie, dostarczajac lepszej jakoSci LB i UB, patrz Rys. 1a oraz 2b. Co ciekawe
pomyst oscylujacych losowo zmian v, majacy pewien zwiazek z metoda SA, Rys. 1b,
jest wyraznie lepszy od jego deterministycznego ekwiwalent

Odnoszac si¢ do SA, pomyst polegajacy na wykorzystaniu metaheurystyki lokal-
nego poszukiwania zamiast SUB dla zadania max, W (u) okazat si¢ bardzo interesujacy.
Testowany przyktad pokazuje szybka zbiezno$¢ metody w poréwnaniu do SUB, patrz
Rys. la oraz 1b. Oczywiscie, zachowanie si¢ metody SA zalezy od przyjetego schema-
tu studzenia (przebiegi dla obu wariantéw na Rys. 3). Proces ,,rgcznego” strojenia SA
mozna omina¢ stosujac wariant algorytmu SA z autostrojeniem.

7. Wnioski i dalsza praca

W pracy przedstawiono propozycje podejscia dualnego dla problemu minima-
lizacji wazonej sumy spdznien, ktére moze by¢ wykorzystane zaréwno do obliczania
dolnego ograniczenia dla metody podziatu i ograniczen, jak i dla rozwigzywania ory-
ginalnego problemu. Zaproponowano réwniez kilka wariantéw algorytmoéw opartych
o metod¢ subgradientu oraz metaheurystyke symulowanego wyzarzania. Przedstawio-
ne przyktady dziatania algorytmu wskazuja na (1) skuteczno$¢ oméwionego podejscia,
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Rys. 3. Schematy studzenia w metodzie SA

(2) konkurencyjno$¢ metody symulowanego wyzarzania oraz (3) trudnosci z doborem
parametréw algorytmow.

W zwiazku z obiecujaca jakoscia wynikow, planowane sa dalsze badania tego
tematu obejmujace dwa zasadnicze kierunki. Pierwszy kierunek dotyczy przeprowadze-
nia obszerniejszych badan na zbiorze instancji testowych o wigkszym rozmiarze, w celu
potwierdzenia ogdlnej jakosSci dostarczanych rozwiazan. Drugi kierunek obejmuje pra-
ce nad sposobami strojenia proponowanych algorytmoéw rozwigzania, w szczeg6lnosci
w oparciu o metody hybrydowe. Kolejne pomysty hybrydyzacji zmierzajace w kierunku
zmniejszenia ztozonosSci problemu dolnego poziomu, zostaly juz opracowane. Jednak,
ze wzgledu na ograniczenie objgtosci nie zostaly wiaczone do pracy.
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