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PROBLEM WYZNACZACZANIA MINIMALNEGO ZBIORU SCIEZEK
POLACZEN

Streszczenie. W pracy rozpatrywany jest problem realizacji polagczen w sieciach
telekomunikacyjnych poprzez jak najmniejszg liczbe $ciezek. Zastosowano model
sieci przeptywowe] 1 zaproponowano dwufazowa metod¢ rozwigzywania.
Przedstawiono uogolniony algorytm Dijkstry, ktory wykorzystano do
wyznaczania przeplywow tukowych w pierwszej fazie, a nastgpnie do
dekompozycji tych przeptywo6w na zbidr $ciezek w fazie drugie;.

ON FINDING A MINIMAL SET OF PATHS FOR A TRAFFIC DEMAND

Summary. In the paper the routing problem in telecommunication networks is
considered where the minimal number of used paths is required. This problem is
modeled as a network flow problem and a two-stage algorithm is proposed. The
generalized Dijkstra algorithm is also presented which was used for finding
a feasible network flow in the first stage, and then for the decomposition of this
flow into a minimal number of paths in the second stage.

1. Wprowadzenie

Do wyznaczania $ciezek potaczen w sieciach telekomunikacyjnych wykorzystano
model sieci przeplywowej. Rozpatrujemy sieci S = (V, E, c) ze zbiorem wierzchotkoéw
V, zbiorem tukow E 1 przepustowosciami c(u,v) poszczegdlnych tukow (u,v)e E. W sieci
S wyrdzniamy dwa wierzchotki: Zrodfo s 1 ujscie t 1 zaktadamy, ze chcemy zrealizowaé
przepltyw o wielkosci F' ze zrédta s do ujscia ¢, reprezentujacy zapotrzebowanie na
polaczenie miedzy tymi wierzchotkami. Przyjmujemy, ze zaréwno F jak i c(u,v) dla
kazdego (u,v)eE sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

Dla danej wielkosci przeptywu F, bedziemy poszukiwaé sposobu jego przestania
poprzez $ciezki biegnace od wierzchotka s do wierzchotka ¢. Niech D oznacza zbidr
sciezek uzytych do realizacji przeptywu F, a f(p) wielko$¢ przeptywu w poszczegdlnych
sciezkach peD. Niech ponadto D(u,v) oznacza zbidr Sciezek ze zbioru D, ktore
przechodza przez tuk (u,v).

Celem jest wyznaczenie jak najmniejszego zbioru $ciezek D realizujgcych
przeptyw o wielkosci F, czyli spetniajagcych warunki:
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W przypadku sieci z rysunku 1, w ktorej nalezy Sciezkami przesta¢ F=5 jednostek
zwierzchotka s do ¢, mozna np. przesta¢ 3 jednostki S$ciezka s-a-c-f,
1 jednostke S$ciezka s-a-b-d-t oraz 1 jednostke S$ciezka s-b-d-t. Bylyby wtedy
wykorzystane 3 §ciezki. Mozna jednak znalez¢ lepsze rozwigzanie — z mniejszg liczba
Sciezek, przesytajac 3 jednostki $ciezkg s-a-c-t oraz 2 jednostki Sciezka s-b-d-t.

[3]

[4]

Rys. 1. Przyktad sieci przeptywowej
(w nawiasach kwadratowych przepustowosci tukow)

2. Metoda wyznaczania Sciezek polaczen

Proponowany schemat wyznaczania jak najmniejszego zbioru $ciezek polaczen
sktada si¢ z dwdch faz. W pierwszej fazie wyznaczany jest w sieci przepltyw o wielko$ci
F miedzy wierzchotkami s 1 . W rezultacie otrzymujemy informacj¢ o wielko$ci
przeptywu w kazdym z tukéw (u,v)eE. Oczywiscie nie moze on by¢ wigkszy niz
przepustowos$¢ c(u,v). W drugiej fazie ten przepltyw jest dekomponowany na przeptywy
sciezkowe przy wykorzystaniu jak najmniejszej liczby Sciezek.

W pracy [3] wykazano, ze problem dekompozycji rozpatrywany w drugiej fazie
jest problemem NP-trudnym, a zatem NP-trudny jest tez analizowany problem
wyznaczania minimalnego zbiorow Sciezek polaczen, bo w szczegdlnym przypadku
przepustowosci tukow ¢ moglyby by¢ zadane takie jak wielkosci przeptywow tukowych
wyznaczone w fazie pierwszej. Zastosowano wi¢c algorytmy heurystyczne.

2.1. Faza 2 — dekompozycja przeplywu

Oznaczmy przez E(p) zbidr tukdéw Sciezki p, a przez w(p) — szerokos¢ sciezki p,
tzn. w(p) = min{c(u,v) : (u,v)€ E(p)}, gdzie c(u,v) oznacza aktualng przepustowos¢ tuku
(u,v).

Z badan przeprowadzonych w literaturze [2,3] wynika, Ze jednym
z najskuteczniejszych algorytméw drugiej fazy jest algorytm eliminacji najszerszej
sciezki (WIDE) w zmodyfikowanej sieci Sr. Sie€¢ Sr2 r6zni si¢ od pierwotnej sieci S
tylko przepustowosciami tukdéw. Sg one rowne przeplywom lukowym wyznaczonym
w fazie pierwszej. W kolejnych iteracjach algorytmu WIDE wyznaczana jest najszersza
Sciezka, tzn. taka ktorg da si¢ zrealizowac najwigksza cze$¢ pozostatego przeptywu.
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Algorytm WIDE

1. D:=;

2. Wyznacz w sieci S najszersza Sciezke p taczaca zrodto s z ujsciem ¢
Sp) =wp);

3. Zredukuj wszystkie przepustowosci na §ciezce p o wartos¢ f(p);

4. D:=D v {p}; F=F—fp);

5. Jezeli F>0,toidz do 2, w przeciwnym przypadku KONIEC;

W przypadku, gdy w kroku 2 algorytmu WIDE jest kilka $ciezek o tej same;j
najwickszej szerokosci wybierana jest dowolna z nich. W pracy [2] stwierdzono, Ze
zwykle lepsze rezultaty osiaga si¢, gdy sposrod najszerszych sciezek wybierana jest ta,
ktora sktada si¢ z najmniejszej liczby tukow. Wowczas mniej tukéw ma redukowane
przepustowosci w kroku 3 algorytmu 1 moze to spowodowac, ze Sciezki wybierane
w kolejnych iteracjach beda szersze, a w rezultacie bedzie ich mniej. Taki wariant
algorytmu zostal nazwany S-WIDE.

Stosujac algorytm WIDE lub S-WIDE do zmodyfikowanej sieci S mamy zawsze
pewnos¢, ze caty przeptyw o wielkosci F' bedzie zdekomponowany na zbior Sciezek.
Gdybysmy algorytm WIDE lub S-WIDE zastosowali bezposrednio do pierwotnej sieci
S, to mogloby si¢ zdarzy¢, ze suma przeptywow przez uzyskany zbidr Sciezek jest
mniejsza niz F, mimo ze istnieje inny zbidr Sciezek, ktory przeptyw o tej wielkosci
realizuje. Na przyktad, stosujac algorytm WIDE do sieci zrys. 1 wyznaczyliby$Smy tylko
jedng —najszerszg $ciezke¢ s-a-b-d-c-t z przeptywem 4, mimo ze tg siecig mozna przestac
az 6 jednostek. Dlatego w fazie 1 najpierw poszukuje si¢ przeptywu od s do ¢ o wielko$ci
F 1 wyznacza si¢ stosowne przeplywy tukowe. Sa one w fazie 2 traktowane jako
przepustowosci tukow w zmodyfikowanej sieci Sr. Nastgpnie dekomponuje sie te
przeptywy na jak najmniejszg liczbe $ciezek.

2.2. Faza 1 — wyznaczanie przeplywow lukowych

Przeptyw w fazie 1 jest wyznaczany wedtug klasycznego schematu zwigkszania
przeptywu wzdhuz Sciezek powigkszajacych w sieci rezydualnej Sy[1,4].

Dla sieci S=(V, E, ¢) 1 ustalonego przeptywu f, sie¢ rezydualna Sy= (V, Ef, ¢)),
sktada si¢ z tego samego zbioru wierzchotkdw oraz dwdch rodzajow tukow:

- jezeli(u,v) € E1 flu,v)<c(u,v),to (u,v) € Er 1 cu,v)=c(u, v)—fu,v) (2)
- jezeli(u,v) € E1 flu,v)>0,to (v,u) € Er 1 cAv, u) =fu,v). 3)

Luki spetniajace warunek (2) nazywamy fukami zgodnymi z przeptywem,
natomiast tuki, dla ktérych zachodzi (3) — tukami przeciwnymi. Sciezkg powiekszajgcq

od s do ¢ dla przepltywu fnazywamy $ciezke taczaca zrodto s 1ujscie ¢ w sieci rezydualnej
Sr=, Ep, ¢).

Algorytm wyznaczania przeplywow lukowych

1. Fr:=0, flu,v):=0dlakazdego (u,v) € Er;

2. Znajdz w sieci rezydualnej Sy Sciezke powigkszajaca p z s do ¢;
3. 0 :=min{w(p), F— Fy};
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4. Fr:=Fr+9;
5. Zmodyfikuj przeptyw f na Sciezce p, tzn.
Au,v) = fAu,v) + 9, gdy (u,v) jest tukiem zgodnym,
fu,w) = fAu,y) —9, gdy (v,u) jest tukiem przeciwnym;
6. Zaktualizuj sie¢ rezydualna;
7. Jezeli Fr=F to KONIEC, w przeciwnym przypadku 1dz do 2;

W powyzszym algorytmie zmienna F; okresla ile jednostek przeptywu juz
zrealizowano (na poczatku 0), natomiast zmienne f{u,v) — przeplywy tukowe. Gdyby
w kroku 2 nie istniala zadna $ciezka powigkszajaca, to oznaczaloby to, ze nie da si¢
zrealizowaé przeptywu z wierzchotka s do ¢ o zadanej wielkosci F. W kroku 3,
wyliczajac wielkos¢ o okreslajaca o ile mozna zwigkszy¢ przeplyw wzdluz wybranej
sciezki, bierze si¢ pod uwage nie tylko szerokos¢ Sciezki, ale tez brakujaca do pelnej
realizacji przeptywu wielko$¢ F — F7.

Od sposobu wyboru $ciezki powigkszajacej zalezy posta¢ wynikowego przeptywu
sieciowego, przy czym trudno jest stwierdzi¢ jaki przeptyw bylby najlepszy z punktu
widzenia fazy 2. W pracy [2] sugerowano, zeby przy wyborze $ciezki powigkszajace;j
zastosowac regute WIDE lub S-WIDE rowniez dla sieci rezydualnej Sp. W tej pracy
proponuje si¢, zeby bra¢ tez pod uwage liczbe tukdéw przeciwnych 1 wybiera¢ w fazie 1
takie Sciezki powigkszajace, ktore majg tych tukow najmniej. Gdy jest kilka takich
Sciezek (z jednakowa liczbg tukdéw przeciwnych), to sposrod nich jest wybierana $ciezka
najszersza. Ten wariant fazy 1 bgdziemy nazywa¢ WIDE-R. Ponadto bedziemy tez
rozpatrywa¢ wariant S-WIDE-R dla przypadkow, gdy reguta WIDE-R nie daje
jednoznacznego rozstrzygniecia. W wariancie S-WIDE-R wybierana jest $ciezka
powigkszajacg z najmniejsza liczbg wszystkich tukéw sposrod najszerszych $ciezek,
ktore majg taka sama najmniejszg liczbg tukow przeciwnych.

3. Implementacja algorytmow

W pracy [2] proponowano, aby do wyznaczania S$ciezki wedtug reguty WIDE
zastosowa¢ zmodyfikowany algorytm Dijkstry, natomiast do reguly S-WIDE -
algorytm programowania dynamicznego. W tym drugim przypadku, jak rowniez
w przypadku regut WIDE-R oraz S-WIDE-R, mozna jednak zaproponowa¢ algorytm
o nizszej ztozono$ci, wykorzystujacy réwniez schemat algorytmu Dijkstry, ale
w pewien uog6lniony sposob.

3.1 Uogolniony algorytm Dijkstry

Niech P(v) oznacza zbidr S$ciezek rozpoczynajacych si¢ w wierzchotku s
1 konczacych si¢ w wierzchotu v, v € V'\ {s}. Jezeli peP(u), to wyrazenie p + (u,v)
bedzie oznaczaé Sciezke p wydtuzong o dodatkowy tuk (u,v), czyli p + (u,v) € P(v).

Zaktadamy, ze istnieje jaki§ sposob oceny tych S$ciezek 1 wzajemnego
poréwnywania tworzacy porzadek liniowy, tzn.

p1<p2lubpi>p>  dlakazdej pary $ciezek p1, p> 4)
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Zapis p1 < p» oznacza, ze §ciezka p1 jest ,,nie gorsza” od $ciezki p». Ocena $ciezek
moze by¢ dokonywana na podstawie dowolnego jednego kryterium np. dtugosci czy
szerokos$ci $ciezki, ale moze by¢ tez brane pod uwage kilka kryteriow. Oprocz (4),
muszg by¢ jedynie spetnione ponizsze dwa warunki.

p=p+uy), p € P(u), )
jezeli p1,p2 € P(u) 1 pi<p2, to p1+ (u,y) <p2+ (u,). (6)

Celem jest znalezienie najlepszej S$ciezki p*(f)eP(f) od wierzchotka s to
wierzchotka ¢, tzn. takiej, ze p*(¢) < p dla wszystkich pe P(¢). Okazuje si¢, ze mozna ja
wyznaczy¢ stosujac ponizszy uogolniony algorytm Dijkstry.

Uogolniony Algorytm Dijkstry (UAD)
L. T:= {s}; p*(s) = (s, 9);
2. Znajdz tuk (a,b), taki ze aeT, beV\T oraz
p*(a) H(a,b) £ p*(u) + (u,v) dla kazdego innego tuku (u,v) z ueT oraz ve V' \ T;
3. T=Tu {b}; p*):=p*a)+ (ab);
4. Jezeli b=t to KONIEC, w przeciwnym przypadku idZ do 2;

W algorytmie UAD symbol p*(v) oznacza najlepsza sciezke od wierzcholka s do
Dla uproszczenia zapisu przyjeto, ze istnieje $ciezka od s do ¢ oraz, ze p*(s) to sztuczna
»Sciezka” (s, s) sktadajaca si¢ z jednego wierzchotka s.

Twierdzenie 1. Jezeli sposob oceny Sciezek spetnia warunki (4), (5) i (6), to Sciezka
p*(t) wyznaczona w algorytmie UAD jest najlepszq sciezkq, tzn. p*(t) < p dla wszystkich
peP(1).

Dowdod. Pokazemy, ze w kazdej iteracji Sciezka p*(b) jest najlepsza Sciezka ze zbioru
P(b). W szczego6lnosci p*(t) jest najlepsza $ciezka z s do t.

Z warunkow (4) 1 (6) oraz sposobu wyboru wierzchotkow a 1 b w kroku 2
algorytmu UAD wynika, ze p*(b) = p*(a) +(a,b) jest najlepsza Sciezkg sposrod Sciezek
ze zbioru P(b), ktorych przedostatni wierzchotek nalezy do 7. Zaldézmy, ze istnieje
lepsza od p*(b) Sciezka g z przedostatnim wierzchotkiem, ktory nie nalezy do zbioru 7.
Poczatkiem $ciezki g jest wierzchotek se7, zatem niech u begdzie ostatnim jej
wierzchotkiem, ktory nalezy do 7, a v wierzchotkiem nastepnym. Ze sposobu wyboru
sciezki p*(b) oraz warunku (5) wynika, ze p*(b) < p*(u) +(u,v) £ q(u) + (u,v) <gq, gdzie
q(u) oznacza poczatkowa cze$¢ Sciezki g od wierzchotka s to u. Przeczy to zalozeniu,
ze istnieje lepsza od p*(b) Sciezka ge P(b). O

W praktyce, efektywnym sposobem realizacji kroku 2 algorytmu UAD jest
zapamig¢tywanie w kazdym wierzchotku ocen najlepszych §ciezek, ktorych przedostatni
wierzchotek nalezy do zbioru 7, Po dotaczeniu w kroku 3 nowego wierzchotka b do
zbioru 7, oceny te nalezy zaktualizowac, ale wystarczy to zrobic¢ tylko dla wierzchotkéw
v takich, ze (b,v)eE, veV\T. Przy zastosowaniu takiej implementacji ztozono$¢
obliczeniowa uogdlnionego algorytmu Dijkstry jest taka jak klasycznego algorytmu
Dijkstry [1] i wynosi O(n?), gdzie n oznacza liczbe wierzchotkow sieci.
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3.2 Wykorzystanie uogolnionego algorytmu Dijkstry

Uogo6lniony algorytm Dijkstry mozna wykorzystac¢ do realizacji wariantow WIDE,
S-WIDE, WIDE-R oraz S-WIDE-R przedstawionych w rozdziale 2.

W algorytmie WIDE poszukuje si¢ najszerszej sciezki w kazdej iteracji. Relacja
miedzy Sciezkami jest wigc nastepujaca:

p1<p2 < w(p1) 2 w(p2). (7)

Taki sposob oceny $ciezek spetnia warunki (4), (5) 1 (6) 1 w zwigzku z tym mozna
zastosowac algorytm UAD do wyznaczania najszerszej $ciezki w grafie.

W wariancie S-WIDE stosuje si¢ hierarchicznie dwa kryteria oceny $ciezek.
sciezek o jednakowej szerokosci, to sposrdd nich wybierana jest Sciezka z najmniejszg
liczbg tlukéw. Niestety taki sposob oceny S$ciezek nie spelnia warunku (6).
W przyktadzie przedstawionym na rys.2 mamy zgodnie z regutg S-WIDE relacje
p1 <p2 dla Sciezek p)=s-a-b oraz p>=s-b, ale Sciezka p1+ (b,t) jest gorsza niz
p2 + (b,t). Z tego powodu uogolniony algorytm Dijkstry by blednie wyznaczyt Sciezke
s-a-b-t jako najlepsza. Zauwazmy jednak, ze wedlug kryterium S-WIDE $ciezka s-b-t
jest lepsza, bo ma te samg szeroko$¢ rowng 2, ale mniej tukow.

[3] [3]

s b t
Rys. 2. Przyktad sieci, gdy warunek (6) nie jest spetniony dla reguty S-WIDE
(w nawiasach kwadratowych przepustowosci tukow)

Regute S-WIDE mozna natomiast zrealizowaé nieco inaczej — w sposob
dwuetapowy. Najpierw wyznaczamy szeroko$¢ wmax najszerszej $ciezki z s do ¢ stosujac
algorytm UAD. W drugim etapie wyznaczamy $ciezke od s do ¢ z najmniejszg liczbg
lukéw w grafie zredukowanym — zawierajagcym tylko tuki (u,v) o przepustowosci
c(u,v) > wmax. Tu tez mozna wykorzysta¢ algorytm UAD, ale bardziej efektywnym
rozwigzaniem bedzie zastosowanie techniki przeszukiwania grafu wszerz [4] startujac
z wierzchotka s.

Niech /r(p) oznacza liczbe tukow przeciwnych $ciezki p, a I(p) — liczbe jej
wszystkich tukow. W regule wyboru $ciezki powigkszajacej WIDE-R mamy relacje:

pir<pr k(p) <Ir(p2) v (Ir(p1)=Ik(p2) A w(p1) =>w(p2)). (8)

Relacja ta spetnia warunki (4), (5) 1 (6) i w zwigzku z tym mozna w tym przypadku
bezposrednio zastosowac algorytm UAD.

W wariancie S-WIDE-R stosuje si¢ hierarchicznie trzy kryteria przy wyborze
sciezki powiekszajacej: jak najmniejsza liczba tukéw przeciwnych, jak najwicksza
szeroko$¢ S$ciezki oraz jak najmniejsza liczba wszystkich tukow. Podobnie jak
w przypadku reguty S-WIDE warunek (6) moze wtedy nie by¢ spelniony. Mozna jednak
wyznaczy¢ najlepszg $ciezke wedtug reguty S-WIDE-R metoda dwuetapowa stosujac
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algorytm UAD w obu etapach. W pierwszym etapie okreslamy szeroko$¢ wmax Sciezki
wyznaczone] wedlug regulty WIDE-R 1 relacji (8). W drugim etapie rozpatrujemy
zredukowany graf zawierajacy tylko tuki o przepustowosciach c(u,v) > wmax 1 stosujemy
algorytm UAD z nastepujacym sposobem oceny $ciezek:

p1<pr < k(p) <Ilr(p2) v (Ir(p1) = Ir(p2) A l(p1) < 1(p2) ). 9)

4. Eksperymentalne poréwnanie algorytmow

W tabelach 112 przedstawiono wyniki eksperymentow obliczeniowych dla
wariantow algorytméw, w ktorych w fazie 1 zastosowano reguly WIDE, S-WIDE,
WIDE-R i S-WIDE-R, natomiast w fazie 2 regute S-WIDE we wszystkich przypadkach.
Sieci przeplywowe uzyte do tych eksperymentow zostaly wygenerowane w sposob
losowy 1 zawieraty od 100 do 300 wierzchotkéw. Dla danej liczby wierzchotkow
rozpatrywane byty 3 warianty sieci o rdznej liczbie tukdéw m.

W tabeli 1 przedstawiono wyniki dziatania powyzszych algorytmow. Zadana
wielkos¢ przeptywu F' byla rowna 90% wielkosci maksymalnego przeptywu Fiax
w poszczegolnych sieciach.

Tabela 1
Poréwnanie wynikow algorytmow
Parametry sieci Liczba $ciezek
n m WIDE S-WIDE WIDE-R S-WIDE-R
100 1484 337 329 306 295
100 2475 188 176 167 155
100 3464 486 467 422 425
150 3352 600 573 498 483
150 5587 687 660 632 610
150 7822 1928 1915 1879 1854
200 5969 678 621 586 572
200 9950 1973 1940 1871 1883
200 13929 3355 3330 3260 3266
250 9337 1935 1910 1815 1816
250 15562 3197 3173 3051 3043
250 21787 4679 4641 4600 4604
300 13454 2447 2428 2310 2289
300 22425 3838 3822 3727 3742
300 31394 3624 3565 3534 3522

W tabeli 2 przedstawiono wyniki dzialania tych samych wariantéw algorytmow
dla tych samych sieci jak w tabeli 1, ale ze zmodyfikowanym sposobem realizacji
fazy 1. Mimo, ze w kazdym przypadku wymagano zrealizowania przeptywu o wartosci
0,9Fmax, to w zmodyfikowanej fazie 1, wyznaczano przeptyw wigkszy, rowny Fmax.
W fazie 2 natomiast dekomponowano na $ciezki tylko wymagane 0,9Fmax jednostek
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przeptywu. Dzigki takiemu podejsciu, w fazie 2 byta wigksza elastycznos¢ w wyborze
zbioru Sciezek realizujacych zadany przeptyw. Wyniki przedstawione w tabelach 11 2
pokazuja, ze uzyskuje si¢ wtedy zwykle duzo mniejszg liczbe Sciezek.

Poréwnujac migedzy sobg warianty WIDE, S-WIDE, WIDE-R oraz S-WIDE-R
mozna stwierdzi¢, ze z jednej strony w wigkszosci przypadkow S-WIDE daje lepsze
rezultaty niz WIDE oraz S-WIDE-R jest lepsze niz WIDE-R. Z drugiej strony
uwzglednienie dodatkowo liczby *tukoéw przeciwnych przy wyborze $ciezek
powigkszajacych tez zwykle poprawia koncowe wyniki.

Tabela 2
Poréwnanie wynikéw algorytméw przy zmodyfikowanej fazie 1

Parametry sieci Liczba Sciezek

n m WIDE S-WIDE WIDE-R S-WIDE-R
100 1484 254 249 246 245
100 2475 145 145 139 139
100 3464 389 388 373 372
150 3352 440 434 420 418
150 5587 558 556 549 544
150 7822 1736 1736 1717 1705
200 5969 518 505 485 484
200 9950 1749 1742 1716 1709
200 13929 3135 3149 3109 3101
250 9337 1667 1675 1642 1638
250 15562 2912 2923 2858 2848
250 21787 4496 4469 4422 4415
300 13454 2157 2164 2093 2092
300 22425 3569 3577 3533 3521
300 31394 3403 3389 3356 3358
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