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PROBLEMY REALIZOWALNOSCI GRAF(’)W I ICH ZASTOSOWANIA W
IDENTYFIKACJI STRUKTURY ZWIAZKOW CHEMICZNYCH*

Streszczenie. Realizowalno$¢ graféw jest to problem decyzyjny, ktéry w swo-
jej klasycznej postaci odpowiada na pytanie, czy skonczony ciag nierosnacych
liczb dodatnich jest rowniez ciagiem stopni wierzchotkéw w grafie. Problem ten
znajduje rézne zastosowania praktyczne, migdzy innymi w biologii. Gdy jednak
chcemy zastosowac ten problem, np. do rozpoznawania metabolitéw za pomo-
ca spektrometrii mas, musimy zmodyfikowaé jego definicj¢ tak, by przystawata
do analizowanej rzeczywistosci biologicznej. W niniejszej pracy oméwiony jest
podstawowy problem realizowalnosci graféw oraz jego rozszerzenie znajdujace
zastosowanie w identyfikacji struktury zwigzkéw chemicznych.

GRAPH REALIZATION PROBLEMS AND THEIR APPLICATIONS IN THE
IDENTIFICATION OF THE STRUCTURE OF CHEMICAL COMPOUNDS

Summary. The graph realization problem is a decision problem that, in its classic
form, answers the question of whether a finite sequence of non-increasing positi-
ve numbers is also a sequence of degrees of vertices in the graph. This problem
has various practical applications, among others in biology. However, when we
want to apply this problem, e.g., to the recognition of metabolites using mass
spectrometry, we must modify its definition to match the analyzed biological re-
ality. In this paper, the basic graph realization problem as well as its extension
suitable for the structural identification of chemical compounds is presented.

1. Wprowadzenie

Realizowalnos¢ graféw to jeden z probleméw decyzyjnych teorii graféw. Polega
on na sprawdzeniu czy ciag dodatnich liczb catkowitych moze by¢ jednoczesnie ciagiem
stopni wierzchotkéw w grafie (przyktad na rysunku 1).

Grafy mozemy podzieli¢ na rézne klasy, ze wzgledu na cechy jakie one posiada-
ja. Na potrzeby tej pracy oméwimy takie cechy, jak: petle wiasne (rys. 2), rownolegte
krawedzie (rys. 3) oraz spdjnosS¢ (rys. 4). Sa to cechy istotne w procesie sprawdzania
warunkow realizowalnosSci graféw.

*Praca czedciowa sfinansowana ze $rodkow statutowych Politechniki Poznanskie;j.
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Rys. 1. Graf dla ciagu 3, 3, 2, 1, 1, 1, 1 (stopnie podane jako etykiety wierzchotkoéw
grafu).

2. Realizowalno$¢ grafow prostych

W klasycznej wersji problemu realizowalnosci, opisanej w 1955 przez Havela
[4], mowa jest o grafach bez rownolegtych krawedzi 1 petli wlasnych. Grafy takie okre-
Slamy jako grafy proste. Instancja problemu, w tej klasycznej wersji, zdefiniowana jest
jako skonczony ciag nierosnacych dodatnich liczb catkowitych:

D = dl,dz, ...,dn gdzie dz = di_|_1 dlaz = 1,2, ey — 1 (1)

a odpowiedz brzmi TAK, jesli ciag ten jest rOwniez ciagiem stopni wierzchotkow w gra-
fie. Taki ciag nazywamy ciagiem graficznym.

Jednocze$nie Havel podatl rekurencyjny algorytm, o ztozonosci wielomianowej,
rozwiazujacy ten problem. Algorytm polega na odejmowaniu jedno$ci od £k elementéw
ciagu, nastgpujacych po pierwszym elemencie ciagu, ktéry to ma wartoS¢ k. Algorytm
ten opiera si¢ na nastgpujacycm spostrzezeniu [4].

Ciag D = dy, ds, ..., d,, jest graficzny
wtedy i tylko wtedy, gdy (2)
ciag D' =dyy 1 —1,...,dg,+1 — 1,dg,12..., d,, TOwniez jest graficzny.

Dla przyktadu z rysunku 1, poszczegdlne iteracje algorytmu wygladaja nastgpu-

jaco:
3, 3 , 2 , 1 , 1, 1, 1 #ciag do sprawdzenia
3-1, 2-1, 1-1, 1, 1, 1 #zastosowanie algorytmu
2 , 1 , 0 , 1, 1, 1 #wykonanie odejmowania
2, 1, 1 , 1, 1 #sortowanie, kolejny ciag do sprawdzenia
1-1, 1-1, 1, 1 #zastosowanie algorytmu
o , 0 , 1, 1 #wykonanie odejmowania

1, 1 #sortowanie, kolejny ciag do sprawdzenia

gdzie ciag z dwoma jednoSciami jest w oczywisty sposéb graficzny (dwa wierzchotki
potaczone krawedzia).

Niezaleznie podobne rozwigzanie podat Hakimi [3], a Erdds 1 Gallai [1] w 1960
zaproponowali inny, wydajniejszy algorytm opisany zbiorem nieréwnosci:

k n
di <k(k—1)+ >  min(k,d;) dlakazdegok:1<k<n (3)
=1 i=k+1

2
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3. Klasy graféw i warunki ich realizowalnoSci

Rozpatrujac grafy mozemy tez rozwazac ich wersje inne niz grafy proste. W tym
celu mozemy wyr6zni¢ cechy graféw, takie jak petle wtasne (rys. 2), réwnolegte krawe-
dzie (rys. 3) lub sp6jnos¢ (rys. 4):

a) dopuszczenie istnienia petli wlasnych; czyli krawedzi z koncami w tym samym
wierzchotku;

Rys. 2. Graf z pe¢tla wlasna.

b) dopuszczenie istnienia rownolegtych krawedzi;

Rys. 3. Graf z réwnolegtymi krawedziami.

c¢) dopuszczenie istnienia podgraféw rozdzielnych, to jest niepotaczonych krawedzia-
mi, czyli dopuszczenie graféw niespdjnych;

O—=0O

Rys. 4. Graf niespdjny z dwoma sktadowymi.

Dla kazdej z powyzszych cech mozna wskaza¢ pewne warunki, ktére musza by¢
spetnione, aby ciag liczb opisywal réwnoczesnie zbidr stopni wierzchotkéw dla graféw
danej klasy.

Jesli nie mamy zadnych ograniczen, aby skonstruowac graf wystarczy spetnienie
lamatu o uSciskach dioni (Handshaking lemma), z ktérego to wynika, ze suma stopni
w grafie musi by¢ parzysta [2]. Jest to oczywisty warunek wynikajacy wprost z faktu, ze
kazda krawedz jest incydentna z dwoma wierzchotkami:

ZdiZQQ,GEN (4)
i=1
Wprowadzajac ograniczenie na brak petli wtasnych musimy méc upewnic sig,

ze dla wierzchotka o maksymalnym stopniu bgdzie istniata wystarczajaca liczba innych
wierzchotkéw, z ktérymi moze by¢ on polaczony za pomoca krawedzi [S]. Wynika to
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z faktu, ze w przypadku braku petli wlasnych, wierzchotki nie moga taczyc si¢ same ze
soba. Wzor wyrazajacy ten warunek ma postac:

S d; > 2d, ()
i=1

Zakaz wystepowania krawedzi rownolegtych, zgodnie z praca Erdés 1 Gallai [1],
mozna wyrazi¢ nastgpujaca zbiorem nieréwnosci:

k n
> di <k(k—1)4 >  min(k,d;) dlakazdegok:1<k<n (6)
i=1 i=k+1

Ostatni z warunkéw, na sp6jnosé graféw, sprawdza czy z podanego ciagu liczb
mozna potencjalnie stworzy¢ graf spojny 1 jest wyrazony wzorem [3]:

idz‘ >2(n—1) (7)

Powyzsze warunki, wraz z ich przypisaniem do interesujacych nas klas graféw,
sg zebrane w tabeli 1.

Tabela 1
Podsumowanie oméwionych klas graféw i warunkéw ich realizowalnosci
Petle Krawedzie ce s Wymagane
wlasne | rownolegle SPOJose v?/]aruﬁki Opis
zakazane | zakazane wymasand realizowalnoS$ci
- - - (4) Grafy bez ograniczen
- - v (4) A (7)
- v - (4) A (6)
- v v (4) A (6) A (T7)
v - - (4) A (5) Multigrafy
v - v (4) A (5) A (T) Grafy molekularne
v v - (4) A (5) A (6) Grafy proste
v v v (4) A (B) A (6) A (T) Grafy spdjne

4. Rozpoznawanie czasteczek i grafy molekuralne

W medycynie, czy tez szerzej biologii i chemii, jednym z probleméw jest roz-
poznawanie czasteczek metabolitow, czyli niewielkich czasteczek organicznych lub
nieorganicznych produkowanych przez komoérki. Rozpoznanie metabolitéw umozliwia
zdobycie wiedzy o dzialaniu komoérek. Gdy znamy ich prawidlowe dziatanie, mozemy
rozpozna¢ rowniez ich dysfukcje, a dalej opracowa¢ na podstawie tej wiedzy leki, czy
tez oceniC dziatanie ré6znych terapii leczniczych.

Jedna z technik stuzacych rozpoznawaniu metabolitow jest spektrometria ma-
sowa. Zwraca ona mas¢ czasteczkowa badanych substancji. Poniewaz masy atomowe
poszczegoblnych pierwiastkdw sa znane, mozna zastosowac problem wydawania reszty
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[6] 1 obliczyC, ile razy poszczegdlne pierwiastki wystepuja w czasteczce. Problem wyda-
wania reszty, rowniez klasyczny problem informatyki, odpowiada na pytanie jakich i ilu
monet nalezy uzy¢, aby moc wydaé reszt¢ w okreslonej kwocie. Jesli otrzymana ma-
s¢ czasteczkowa M potraktujemy jako kwote reszty do wydania, znane masy atomowe
pierwiastkow m; potraktujemy jako nominaly monet, a krotnoS¢ atomu w czasteczce x;
bedzie odpowiadata krotnoSci monet w wydawanej reszcie, to po uwzglednieniu bigdu
€, otrzymamy wzOr na znalezienie wzoru sumarycznego zwiazku chemicznego:

k
M—€<Zmiazi<M—|—€ (8)
i=1
Przyktadowo, dla masy M = 87,077, btedu ¢ = 0, 1, oraz ograniczajac si¢ tyl-

ko do czterech podstawowych pierwiastéw chemii organicznej, mozna znalezé wzory
sumaryczne zamieszczone w tabeli 2.

Tabela 2
Przyktadowe rozktady masy w czasteczce o masie 87,077
Pierwiastek | Masa atomowa X tF.aczna masa X tF.aczna masa
H 1,0078250 5 5,0391250 3 3,0234750
C 12,0000000 3 36,0000000 7 84,0000000
N 14,0030740 1 14,0030740 -
(@) 15,9898292 2 31,9898292 -

razem | 87,0320282 || razem | 87,0234750

W omoéwionym przypadku otrzymujemy dwa nastgpujace wzory sumaryczne:

a) C3Hs5NO,,
b) C,Hs.

Czy obydwa ze znalezionych wzoréw sumarycznych sa prawidlowe? Na to pytanie mo-
zemy odpowiedzie¢ wykorzystujac problem realizowalnosci grafow.

Czasteczka chemiczna, reprezentowana w postaci wzoru strukturalnego, jest ni-
czym innym jak grafem. Graf ten jest spojnym multigrafem, gdzie wielokrotne krawe-

H
/O\C—H
0—=C ‘
N —
/ H
H

Rys. 5. Przyktadowy graf molekularny - wzor strukturalny czasteczki.

dzie reprezentuja krotnosci wiazan, a spdjnos¢ zapewnia, ze bgdzie to jedna czasteczka.
Takie spdjne multigrafy nazywany grafami molekularnymi, a przyktad takiego grafu po-
kazano na rysunku 5.
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Wz6r sumaryczny zwigzku chemicznego to natomiast nic innego jak ciag stopni
wierzchotkéw, gdzie stopienh wierzchotka odpowiada walencyjnosci danego pierwiastka:

a) C3HsNO, -3-C(IV)1-N(II1)2-O(I1)5- H(I) - 4,4,43,2,2,1,1,1,1,1;
b) C7H3 - 7 ° C(IV) 3 ° H(-[) - 4’4,4’454’4743131,1'

Jak podano w poprzednim rozdziale, aby mdc skonstruowac graf molekuralny (t.j.: spoj-
ny multigraf) musza by¢ spetnione nastgpujace warunki:

(4) dowolny graf: > ; d; = 2e,e € N,

(5) multigraf: 31" | d; > 2d,,

(7) spojny graf: 1" | d; > 2(n —1).
Jak tatwo obliczy¢, dla przypadku a) wszystkie te warunki sa spelnione:

(4) dowolny graf: 4 +44+4+3+2+24+1+1+14+14+1=24=2-12,

(5) multigraf: 4 +44+4+3+2+24+14+1+14+14+1=242>28=2-4,

(7) spojny graf: 4 +4+44+3+2+24+14+1+1+14+1=24>20=2(11-1);
natomiast dla przypadku b) warunek (4) nie jest spetniony

(4) dowolny graf: 4 +4+4+4+4+4+4+1+1+1=31#2e,e€N,

co eliminuje przypadek C;Hj3 z puli rozwiazan.
5. Realizowalno$¢ sekwencji zbiorow stopni

Przypadki opisane w poprzenim rozdziale pomijaty jedna istotng ceche pierwiast-
kéw chemicznych. Czg$¢ pierwiastkow ma rézne wartoSciowosci, co w grafie moleku-
ralnym przektada si¢ na rézne stopnie, ktére moga mie¢ wierzchotki odpowiadajace
danemu pierwiastkowi. Przyktadowo, dla czasteczki o wzorze sumarycznych C,H,0,S,
w zaleznoSci od tego, czy rozpatrujemy siarke o wartoSciowosci II (rysunek 6), o war-
toSciowosci IV (rysunek 7) czy o wartoSciowosci VI (rysunek 8), mozemy znalez¢ jako
rozwiazanie rézne wzory strukturalne:

H

/

N,

S(1n) S\o/

Rys. 6. Wz6r strukturalny czasteczki C,H,0,S z atomem siarki o wartoSciowosci II.

Uwzglednienie réznych warto§ciowosci pierwiastkow wymaga odejScia od kla-
sycznej definicji problemu realizowalnoSci grafu i zastapienia pojedynczych liczb opi-
sujacych stopnie wierzchotkéw w grafie, zbiorami dopuszczalnych wartosci dla stopni
wierzchotkow.

W taki spos6b otrzymujemy problem realizowalnosci ciagu zbioréw stopni. Mo-
zemy go zdefiniowac nastepujaco:
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Rys. 7. Wz6r strukturalny czasteczki C,H,0O,S z atomem siarki o wartoSciowosci I'V.
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N, .7
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Rys. 8. Wz6r strukturalny czasteczki C,H,0,S z atomem siarki o wartoSciowosSci VI.

Ciag zbioréw dodatnich liczb catkowitych D :
D= (Dl, DQ, e, Dn)7 gdzie Dz = {di,b d@g, e, dz,kz} (9)
nazywamy realizowalnym, gdy istnieje graf o ciagu stopni R :

R = (”I“l,?“Q, . ,Tn> takim, ze Vlgignri €D,

Dla podanego wczes$niej przyktadu czasteczki o wzorze sumarycznym C,H;0,S,
instancja nowo zdefiniowanego problemu realizowalnosci ciagu zbioréw stopni wygla-
databy nastepujaco:

D= ({2,4},{2,4}, {1}, {1}, {2}, {2}, {2,4,6}) (10)

Poniewaz zamiast liczb, skladowymi ciagu sa teraz zbiory, nie mozemy moéwié
o ciagu nierosnacym. Wymaga to tez przekonstruowania warunkéw sprawdzania reali-
zowalnosci, ktore to warunki dla graféw molekuralnych przedstawiaja si¢ nastepujaco:

e dowolny graf, odpowiednik warunku (4) dla klasycznego problemu:

n

> ri=2e,eeN (11)
i=1

e multigraf, odpowiednik warunku (5) dla klasycznego problemu:

i:z:lri > 2rp,rp = max (12)
e spojny graf, odpowiednik warunku (7) dla klasycznego problemu:

n

oriz2n—1) (13)
i=1
Sprawdzenie, czy dany ciag zbioréw liczb umozliwia skonstruowanie grafu
o stopniach réwnych dowolnym liczbom ze zbioréw dopuszczinych warto$ci, wymaga
oczywiScie podania tylko jednego wynikowego ciagu liczb R spelniajacych zaprezento-
wane warunki. Mozna réwniez zauwazyc¢, ze ciag R jest elementem iloczynu kartezjan-
skiego wszystkich zbioréw stopni R, mianowicie:

ReRgdzieR =Dy x Dy x...x D, (14)
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a liczba wszystkich mozliwych sekwencji R wynosi:
R = I1IDil (15)
i=1

Jak widag, jest to wartos¢, ktéra ro$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem wielkosci zbio-
row wejsciowych.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono zagadnienie realizowalnosci graféw, z uwzglednieniem
zbioru warunkow niezbgdnych, aby poszczegdlne wybrane klasy graféw mogty by¢ zbu-
dowane z ciagu liczb opisujacych stopnie wierzchotkéw. Rozszerzono réwniez problem
tak, aby odpowiadat rzeczywistym potrzebom w chemii obliczeniowej. W przysztosci
autorzy zamierzaja zajac si¢ tematem efektywnych algorytméw rozwiazujacy tak zdefi-
niowany problem.
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