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SZEREGOWANIE ONLINE ZADAN WIELOPROCESOROWYCH

Streszczenie. Zdefiniowano problem szeregowania on-line zadan wieloproceso-
rowych, tzn. wymagajacych synchronicznego réwnoczesnego uzycia wielu pro-
cesorow do realizacji zadania, w warunkach niepewnosci co do repertuaru i licz-
by pojawiajacych si¢ zadan. Zaproponowano nowe algorytmy szeregowania dzia-
tajace w czasie rzeczywistym oraz udowodniono pewne ich wtasnoSci. Rozwazo-
no przypadki zadan przerywalnych, nieprzerywalnych, zaleznych i niezaleznych.
Problem ma zastosowanie w systemach wbudowanych o zwigkszonej niezawod-
nosci dziatania.

ONLINE SCHEDUING OF MULTIPROCESSORS TASKS

Summary. There is defined problem of on-line scheduling multiprocessors tasks,
i.e. requiring the simultaneous use of a few processors, taking into account some
uncertainty of providing a variety of incoming tasks. There are proposed some
real-time algorithms and proved some their properties. There have been conside-
red cases of preemptive tasks, non-preemptive tasks, depending and independent
tasks. Problem has application in the embedded systems with the increased de-
pendability.

1. Wstep

Zagadnienia szeregowania modeluja rzeczywiste systemy dedykowane dla roz-
nych zastosowan. W systemach wbudowanych 10T (ang. Internet of Things), 1oV (ang.
Internet of Vehicles) o zwigkszonym poziomie bezpieczenstwa wystepuje szczegdlna
klasa zagadnien tego typu nazywana szeregowaniem zadan wieloprocesorowych. Bio-
rac pod uwage tendencje w zakresie uniformizacji 1 modularyzacji sprzetu, zwigkszona
niezawodnoS¢ osiaga si¢ poprzez wprowadzenie redundancji sprzgtowej, pozwalajacej
takze na redundancj¢ programowa. Redundancja ma na celu automatyczne podejmowa-
nie wlasciwych decyzji droga “glosowania” powielonych, identycznych urzadzen, wy-
konujacych te same funkcje 1 realizujacych takie same programy dla identycznych da-
nych. Systemy takiego typu sa juz powszechnie stosowane migdzy innymi w lotnictwie,
pojazdach kosmicznych, samochodach, urzadzeniach wojskowych, Srodkach transportu
materiatéw niebezpiecznych, instalacjach jadrowych, instalacjach chemicznych, gérnic-
twie, dronach. Latwos¢ realizacji powoduje rozszerzane takich rozwiazan na kolejne
obszary dziatalnoSci cztowieka.
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2. Sformutowanie problemu

Oznaczmy przez T = {14,715, T5,...,T,,} zbior zadaii do wykonania na iden-
tycznych maszynach (procesorach) wykorzystywanych rownolegle, zdefiniowanych ja-
ko M = {My, My, Ms, ..., M, }. Zadanie obliczeniowe T; € T trwa p; jednostek cza-
su 1 wymaga do wykonywania synchronicznego (jednoczesnego) dostgpu do a; > 1
procesoréw. W zbiorze T’ jest okreSlona relacja poprzedzania zadan R C T x T.
Méwimy, ze (1;,7;) € R jesli zadanie 7; musi si¢ zakoficzy¢ przed rozpoczeciem
zadania 7. Graf G = (T, R) jest acykliczny. W niektorych przypadkach G moze
mieC specyficzng postaé, np. drzewa. Harmonogram realizacji zadan jest opisany po-
przez parg wektoréw (S, A), gdzie S = (S57,...,5,), S; jest terminem rozpoczgcia
zadania T;; A = (Ay,...,An), Ay C M, |A;| = a;, A; jest zbiorem procesoréw
alokowanych réwnoczesnie do realizacji zadania 7;. Nalezy wyznaczy¢ harmonogram
pracy procesordw, tak by spetnione byly powyzsze ograniczenia, oraz minimalizowa-
ny byt wskaznik jakoSci, przyjety tutaj jako dlugo$¢ uszeregowania (ang. makespan)
Chax = Maxi<i<n(S; + pi). Zauwazmy, ze powyzszy opis w konwencji specyficzne-
go problemu szeregowania zadan moze mie¢ rownowazny opis jako pewien przypadek
deterministyczny RCPS (ang. Resource Constrained Project Scheduling). Wynika to z
faktu, ze procesory moga by¢ traktowane réwniez jako zaséb dyskretny, podzielny z do-
ktadnoscia do jednostki, zadany przez rézne zadania w réznej iloSci. Problem ten ma
takze zwiazek z zagadnieniem optymalnego cigcia taSmy materiatu (ang. strip cutting
problem) [16]. Znane sa takze inne specyficzne metody modelowania i rozwigzywania
zgadnien tego typu jednak, odmiennie od omawianego przypadku, dotycza one proble-
mow deterministycznych, patrz np. praca [21].

W przypadku dopuszczenia przerywania zadan zakltada sig, ze zadanie 7; € T
sktada si¢ z sekwencji pewnej liczby x; operacji O; = (0;1,0i2,0i3, ..., 0is,;), Wyko-
nywanych w tej kolejnosci, z ktérych kazda wymaga synchronicznego uzycia a; proce-
soréw. Oczywiscie, musi zachodzi¢ >3 |0; x| = pi, gdzie |o; x| oznacza czas trwania
operacji o; .. Wowczas podzial zdania na operacje nie jest ustalony i podlega wyborowi.

Wychodzac od podstawowej taksonomii Grahama i in. [14] oraz powszechnie
uzywanego zapisu «3|y, w ksiazce [24] zaproponowano pewne rozszerzenie znacze-
nia symbolu a w celu uwzglednienia obstugi rownolegtej zadan dla ré6znych proble-
moéw szeregowania. Niestety, nawet ta propozycja nie pozwala na symboliczne zapisa-
nie problemu omawianego w tej pracy. Dlatego tez, dla potrzeb klasyfikacyjnych roz-
szerzono zakres znaczen symbolu ( zamiast «. Mianowicie w 3, a; = k oznacza,
ze wszystkie zadania sg k-procesorowe, a; < k oznacza, ze zadania sg ‘“wymiesza-
ne”’ 1,2, ..., k-procesorowe, za$ samo a; oznacza, ze zadania sa dowolnie-procesorowe.
Propozycja ta jest pewna zmiang w stosunku do koncepcji przedstawionej w pracach
(24, 3, 26, 16, 18, 13], bowiem wprowadza model wieloprocesorowy niepewny po-
przez ograniczenia problemu, a nie poprzez strukture systemu. Krzystajac z podanej tak
rozszerzonej taksonomii, problemy rozptrywane w tej pracy sa klasy P|3|Ciax, gdzie
B € {o,a; = k,a; < k,a;,pmtn, prec, fuzzy(p), random(p)}. Zawazmy, ze sformu-
towany problem jest istotnie odmienny od klasycznego P, R, Q||Ciax ze wzglgdu na a;
oraz ze wzgledu na niepewnoS$¢ danych p; 1 niepewnos¢ zbioru zadan 7.
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3. Szeregowanie niepewne

Generalnie rozwazamy tylko problemy z danymi niepewnymi, Niepewnos¢
w problemach szeregowania moze dotyczy¢ réznych danych i zalozen problemu [2].
Moga to by¢ odpowiednio: (A) nieokreslone czasy pojawienia si¢ zadania; (B) nieokre-
Slone czasy zakonczenia lub nieokreslone czasy trwania zadania; (C) nieznane czasy
transferu danych (transmisji) pomigedzy zadaniami; (D) nieznane czasy przeptywu; (E)
nieznane czasy wystapienia awarii maszyn; (F) nieznane czasy przestoju maszyn, (G)
nieznana relacja poprzedzania zadan, (H) nieznane zadania zasobowe, (I) nieznana licz-
ba i zbiér zadan do wykonywania. Nieznajomos¢ parametrow liczbowych (A)...(F) mo-
ze by¢ modelowana i rozwiazywana w systemach rozmytych lub za pomoca zmiennych
losowych. Cho¢ podejscia takie wystgpuja w szeregowaniu, to jednak dotychczas nie
formutowano ich i nie rozwazano ich w kontekscie zadan wieloprocesorowych. Tematy-
ka tych badan pozostaje wciaz otwarta. Warianty (G) 1 (H) nie wystgpowaty dotychczas
w literaturze. Z kolei wariant (I) wymaga sprecyzowania zatozen dotyczacych napty-
wajacych zadan i ich obstugi. Nieskoniczony naptyw zgloszen jest zatozeniem trudnym
do przyjecia w zamknigtych systemach IoT, oV, cho¢ ma sensowny charakter. Mozemy
bowiem zalozyc, ze powtarzalne zadania obliczeniowe sg unikalne ze wzgledu na dane,
naplywaja losowo, w strumieniu bedacym superpozycja kilku réznych strumieni. Al-
ternatywnym zatozeniem jest realizacja skoficzonego, lecz nieznanego z géry podzbioru
zadan, wybranego ze znanego wigkszego zbioru zadan. Zalozenie pierwsze pozwala nam
modelowac i rozwigzywac problem z pomoca kolejek otwartych lub zamknigtych. Zato-
zenie drugie — za pomoca obstugi online. W niniejszej pracy, podejscie z pracy wtasnej
[9], zostato zmodyfikowane oraz dostosowane do szeregowania online zadan wielopro-
cesorowych.

4. Szeregowanie online

W szeregowaniu online proces przypisywania priorytetOow odbywa si¢ na bie-
zaco, w trakcie funkcjonowania systemu przy zatozeniu, ze naptyng zadania ze zbioru
T w pewnych nieznanych apriori momentach czasu, w nieznanej kolejnosci. Podejscie
to jest bardziej elastyczne niz offline. W literaturze [24, 12, 5, 8, 1] wszystkie modele
szeregowania online mozna opisa¢ w nastgpujacy zunifikowany sposéb: (A) lista onli-
ne (ang. online list); (B) czas online (ang. online time); (C) aktywnoS¢ maszyn (ang.
machine activity). Zasadnicza réznica pomig¢dzy szeregowaniem online i offline to do-
stgpnos¢ informacji o danych: (a) offline — petna przed rozpoczgciem procesu szerego-
wania; (b) online — udostgpniana stopniowo w trakcie realizacji procesu szeregowania.
Dodatkowo przestankami sktaniajacymi do wyboru podejscia (b) moga tez by¢ niekom-
pletnos¢ informacji o danych, niepewnoS¢ czy tez indeterminizm zdarzen czasowych
[19, 7]. Model online list zaktada, ze zadania pojawiaja si¢ przypadkowo, pojedynczo,
przy czym kazde zadanie okresla swoja charakterystyke (np. czas trwania, zadania zaso-
bowe). Dla kazdego przychodzacego zadania dokonywane jest natychmiastowe zapla-
nowanie jego wykonania, i decyzja ta nie moze zosta¢ zmieniona w przysztoSci. Model
online time zaklada, ze zadania pojawiaja si¢ przypadkowo, dopuszcza si¢ rownocze-
sno$¢ wystgpowania zgloszen, niektére dane z charakterystyki zadania moga byc¢ znane,
a inne nie. Decyzje uwzgledniaja wszystkie zadania oczekujace w kolejce, sa dynamicz-
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ne, zmienne w czasie, szeregowanie jest zwykle przerywalne. Algorytmy szeregujace
moga podejmowac decyzje deterministycznie (algorytmy deterministyczne) lub losowo
(algorytmy zrandomizowane). W literaturze wymienia si¢ rowniez inng klasyfikacje al-
gorytmow szeregowania online [25, 17]: (A) przewidujqce (ang. clairvoyant), w ktorych
jest znany czas obstugi zadan, (B) nieprzewidujqce (ang. non-clairvoyant), w ktérych
czas obstugi zadan jest nieznany. Miara oceny jakoSci algoryméw online jest wspotczyn-
nik konkurencyjnosci. Poréwnuje on warto$¢ funkcji celu f() dostarczong algorytmem
online A w odniesieniu do optymalnej wartosci funkcji celu O PT jaka mozna uzyskac
a posteriori algorytmem offline, dla kazdego przypadku danych /. Poniewaz formalne
definicje wspoiczynnika konkurencyjnosci sa rézne w zaleznoSci od klasy algorytmow
(deterministyczne, zrandomizowane) oraz klasy przeciwnikow (ang. adaptive adversary,
strong adaptive adversary), nie bedziemy szerzej dyskutowac tego tematu poprzestajac
na przytoczeniu niezbednej definicji wspétczynnika r dla algorytmu deterministycznego

fA D) <r-f(OPT,I)+ «, (1)
gdzie « jest pewna stala.

5. Zadania wieloprocesorowe

Biorac pod uwage koncepcje niezawodnoSci, skupiono si¢ w tej pracy gidwnie
na wykorzystaniu zadaf jedno- dwu- oraz trzy-procesorowych, tzn. a; = 1,2, 3. Uzy-
cie zadan dwuprocesorowych polega na wzajemnym testowaniu wyniku otrzymanego
przez dwa niezalezne procesory przed podjeciem finalnej decyzji [9]. Jezeli odpowiedzi
sa identyczne wtedy zadanie jest uwazane za prawidlowo przetworzone. Zadanie trzy-
procesorowe stosuje zasade gtosowania wigkszoScia, niemozliwa do spetnienia w syste-
mie dwu-procesorowym. Trzeci procesor moze by¢ postrzegany jako arbiter, ktory w ra-
zie koniecznoSci przesadza o ostatecznym wyniku w przypadku gdy odpowiedzi dwéch
zadan nie sa jednoznaczne. Pozwala to na zwigkszenie stopnia niezawodnoS$ci systemu,
co zostalo wykazane w [10]. W praktyce, aby nie zwigksza¢ niepotrzebnie ztozonosci
catego systemu, redundancja zadan jest realizowana tylko dla niektérych zadan, ktérych
realizacja jest krytyczna dla funkcjonowania systemu. Stad, jest sens rozwiazywania
problemoéw zaréwno z a; = k, jak i a; < k.

6. Algorytmy

Dla niepewnego szeregowania online zaprojektowano nowe algorytmy z zakre-
sem a; < k < m bgdace rozwinigciem odpowiednich deterministycznych algorytméw
offline z a; = 1, patrz np. [13]. Punktem wyjScia do rozwazan oraz otrzymania referen-
cyjnego rozwiazania offline sg algorytmy dla zadan jednoprocesorowych, mianowicie al-
gorytm Mutza-Coffmana [23] dla jednoprocesorowych zaleznych zadaf przerywalnych
oraz LPT (Longest Processing Time [15]) dla jednoprocesorowych nieprzerywalnych
zadan niezaleznych. Zauwazmy, ze nie wszystkie zagadnienia offline sa wielomianowe.
Nowe algorytmy dla przypadku zadan wieloprocesorowych z a; > 1 wystepuja dalej
w tej pracy pod nazwami: algorytm MC (Algorytm 142) oraz m-LPT (Algorytm 3),
odpowiednio. Poniewaz oceny wspoétczynnika konkurencyjnoSci zawarte w kolejnych
rozdziatach dokonano dla przypadku zadan niezaleznych, nie formutowano wersji Al-
gorytmu 3 dla zadan zaleznych.
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Zastosowane oznaczenia dla problemu szeregowania online: C; - termin zakon-
czenia zadania T;, w; = p; - a; priorytet zadania 7;, d; - najpéZniejszy mozliwy czas
rozpoczgcia zadania T;, D; = d; + p; - najpdZniejszy mozliwy termin zakonczenia za-
dania 7; (dwa ostatnie oznaczenia sa opcjonalnie okreslane w specyfikacji). Algorytm
1 oraz 2 dla szeregowania on-line zadan wieloprocesorowych przedstawiono w formie
pseudokodu. Kolejno$¢ wyznaczania i analizowania priorytetow zalezy od zadan i gra-
fu G oraz jego struktury. Zalezno$¢ zadan reprezentowana grafem G jest oznaczona
w pseudokodzie jako TG. Opis znaczenia krokéw algorytmu podano w komentarzach.

Algorytm 1. Szeregowanie zadan wieloprocesorowych, wersja online-owa:

1. t=0; TGyt = read(TG);

2. TGpun = find_paths(TGspruet); /* TGpan jest zbiorem $Sciezek, jezeli
TGpath = @ to TGpath - TGstruct >I</

3. for T; € T do TGieper = calculate_levels(TGpap); /* oblicznie priorytetow
zadan */

4. MP = TG eper-w; /* MP jest zbiorem priorytetéw */

5. MMP = max{w; : T; € M P}; /* wyznaczenie maksymalnych priorytetéw w
zbiorze MP */

6. HP ={T; € T : wj = MMP} /* znajdz wszystkie zadania ze zbioru MMP

*

/
for 7, € HP do
if (w; > 1) /* analizuj zadania z niezerowymi priorytetami */

O %0 N

if (|HP| > 1) /* Jezeli H; jest identyczne dla wiecej niz jednego zadania */

10. LHP = max(TGeper-high); /* LHP jest zbiorem zadan o takich samych
H; ze zbioru HP */

11. if (|[LHP|>1)

12. w; = max{w; : T; € LHP} /* wybierz z LHP zadanie o najwyzszym
indeksie */

13.  else w; = max{w; : T; € HP}

14. else w; = MMP;

15. end for;

16. for T; € T do

17. it ((pi — [pi]) == 0)

18. =1,

19. usun w; ze zbioru M P;

20. else x = p;, — [pi];

21. end for;

22. for T; € TGE, ., do

23.  uszereguj T; dla jednostki czasowej x wg algorytmu McNaughton’a [22];

24. if|P(t)| >0

25. go to step 8 /* Funkcja P(t) sprawdza czy istnieje niezajety proce-
sor/niezajete procesory w chwili czasowej t */

26. else
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27. pi=pi—x;t=t+x;
28. end for;

Algorytm 2. Funkcja calculate_levels(TGpa,) oblicza priorytety zadan.

1. if TGpun =10
2. forT; € TGpyp do
3. Wi = pPj - G4y
4. T'Gevel .add(Wj, pj);
5. end for;
6. else
7. for A; € TGy do /* A jest Sciezka z ostatnim zadaniem T; */
8 wWj = e, Pk - Qs time; = Yea, Py highy = Ygea,; Bk
9. TGeper-add(wy, pj);
10. oznacz Aj jako obliczone;
11. end for;
12. for w; € TG eper do
13. if El(maX(TGlewl.time) < Dz)
14. w; = max(T Gieper(w;))
15. else
16. Uszeregowanie nie istnieje

17. end for;

Wyznaczanie Sciezki dla zadan powiazanych grafem TG jest realizowane przy uzyciu
algorytmu A* [20] przez procedur¢ designate_path. Poniewaz w wersji online-owej
opisanego algorytmu moga zosta¢ wzigte pod uwage zarowno zadanie zalezne jak 1 nie-
zalezne to, aby zapewni¢ uniwersalnos¢ algorytmu, musza by¢ obstuzone obie sytuacje.

designate_path(TG stuet)

1. if (VT; ¥ T}, 3(path T; — Tj))
T'Gpatn, = calculate_path(T'Ggryer) 1* uzycie algorytmu A* */

2. else TGpyp = NULL;

Omoéwimy krotko zaproponowane algorytmy 142. Jako specyfikacja systemu przyjmo-
wany jest graf zadan, gdzie wprowadzono oznaczenia dla zadan wieloprocesorowych
(wybierane w sposob losowy, co do liczby zadanych zasobow oraz numeru zadania).
Jezeli istnieja zaleznoSci pomigdzy zadaniami to z wykorzystaniem algorytmu A* [20]
sa wyszukiwane Sciezki w grafie okreslajace zaleznoSci pomigdzy zadaniami. Odwota-
nie si¢ do funkcji calculate_levels, przenosi obstuge do algorytmu 2, ktéry to opisuje
sposOb postgpowania przy wyznaczaniu priorytetow. Zgodnie z zaproponowanym po-
dejSciem przy wyznaczaniu priorytetow duza rolg odgrywa przede wszystkim atrybut
wieloprocesorowosci zadania, a takze ewentualna zaleznos$¢ zadan. Jezeli jej nie ma, to
wyznaczanie priorytetu opiera si¢ o parametr a;. W przeciwnym przypadku, dodatkowo
brana jest pod uwage sumaryczna warto$S¢ wszystkich priorytetow zadan znajdujacych
si¢ na Sciezce, poczawszy od zadania aktualnie rozpatrywanego, a na ostatnim zada-
niu w rozpatrywanej $ciezce skoficzywszy. Ze zbioru priorytetow wybierane sa zadania
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o najwyzszych wartosciach uwzgledniajac potozenie kazdego z zadan na Sciezce (o ile
takie wystepuja). Wybierane sa zadania z okre§lonymi powyzej priorytetami (ktore sa
gotowe do wykonania w rozpatrywanej chwili czasowej) 1 nastgpnie zadania te zostaja
alokowane na wybranych procesorach (zgodnie z algorytmem Mc’Naughton’a), tak aby
(o ile to mozliwe) nie wystgpowaty niewykorzystywane (bedace bezczynnymi) proceso-
ry w danej jednostce czasu.

W pracy [15] przedstawiono zagadnienia szeregowania online jednoprocesoro-
wych, niepodzielnych zadan, na maszynach rownolegltych, ze zbiorem zadan 7T'. Przyje-
to tam, ze pojawiajace si¢ zadanie jest przypisywane do pierwszego wolnego (ang. idle)
procesora, algorytm LIST. Wychodzac z tego modelu zaproponowany nowy algorytm
onlinowy m-LIST dla przypadku dowolnego a;. Alokowanie kolejnego zadania z listy
nastepuje, jesli a; procesoréw jest wolnych. Dla a; = 1 otrzymujemy algorytm LIST.

Algorytm 3. Niech Cy, k € M, bedzie terminem, poczgwszy od ktorego procesor k
jest stale wolny (ang. idle). Rozpocznij od Cy, = 0, k € M. Z listy zadan oczekujgcych
pobierz kolejne zadanie i nazwij je T;. Wyznacz najwczesniejszy moment czasowy S; taki,
Ze a; procesorow jest w stanie idle poczaqwszy od S;. Zaplanuj i zaktualizuj odpowiednie
Cx. Powtorz proces dla kolejnych zadan z listy.

7. Analiza — zadania niepodzielne

Ponizsze Twierdzenie 1 jest rezultatem znanym z literatury. Algorytm LIST dla
a; = 1 wymienia si¢ wsrdd najlepszych algorytméw klasy online-list [6, 15].

Twierdzenie 1. Algorytm LIST dla problemu Plonline — list, a; = 1|Cyax ma wspot-

czynnik konkurencyjnoscir = 2 — E

W celu sformutowaniu kolejnych wtasnych rezultatow dotyczacych algorytmu
m-LIST, zdefiniujemy pewna aproksymacje. Zal6zmy, ze posiadamy jedynie zadania
wieloprocesorowe, dla ktérych a; = const i jest takie samo dla wszystkich zadan.
Woéwczas mozemy pogrupowaé procesory w sposob nastepujacy: (A) dla zadah 2-
procesorowych, grupowanie po 2 maszyny, (B) dla zadan 3-procesorowych, grupowanie
po 3 maszyny, (C) dla zadan k-procesorowych, grupowanie po k-maszyn. Nastgpnie
stosujemy Algorytm 3 dla odpowiednio pogrupowanych procesoréw i sztucznie zdefi-
niowanych zadan jednoprocesorowych. Wychodzac od poprzedniego twierdzenia, otrzy-
mujemy:

Twierdzenie 2. Algorytm m-LIST dla problemu Plonline —list, a; = 2|Ciyax ma wspot-
czynnik konkurencyjnosci

2—= m parzyste
r= (2)
2 — =5 m nieparzyste

Dowod. Poniewaz zadanie wykorzystuje procesory w sposob synchroniczny, istnieje
co najwyzej [m/2]| par procesoréw réwnoczesnie dostepnych do realizacji zadania.
Bez straty ogélnosci rozwazan zatdézmy, ze sa to pary (1,2), (2,3), ...,(m — 1,m)
jesli m jest parzyste oraz (1,2), (2,3), ...,(m —2,m — 1) jesli m jest nieparzyste.
Zauwazmy, ze w przypadku nieparzystego m nie ma mozliwosci uzycia procesora
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m, poniewaz nie ma on pary. Dalej transformujemy problem P|online — list, a; =
2|Ciaz z danymi n, m, (p;, 7 =1,2,...n) do pomocniczego problemu P|online —
list,a; = 1|Ciep 7 danymi n', m/, (p}, j = 1,2,...,n) w nastepujacy sposob:

n'=n,m' =[m/2|, (p; =p;, j =1,2,...,n). Zgodnie z twierdzeniem 1 zachodzi
1

Poniewaz m' = [m/2] = m/2 dla m parzystego oraz m' = [m/2] = (m —1)/2 dla
m nieparzystego, podstawiajac m’ do (3) otrzymujemy (2). O

Korzystajac z idei powyzszego dowodu mozna udowodni¢ natychmiast przez
analogi¢ nastgpujace twierdzenie (dowdd jako oczywisty pominigto). Niech [x] ozna-
cza czgs¢ calkowita liczby z.

Twierdzenie 3. Algorytm m-LIST dla problemu P|online—list, a; = k|C\qe ma wspot-

czynnik konkurencyjnoscir = 2 — [jﬁ]
k

Twierdzenie 3 zastosowane dla a; = 2 dostarcza wynik w pelni zgodny z twier-
dzeniem 2. Funkcja r = 2 — % jest malejaca wzgledem k, za$ warto§¢ maksymalng
osiaga dla k£ = 1. Dla przypadku zadan o wymieszanych a;, 1 < a; < k, wspoélczynnik
r powienien szacowaé kazda instancj¢ I, w szczeg6lnosci taka, ze a; = 1, T; € T'. Stad
wynika, ze wspétczynnik konkurencyjnosci dla m-LIST z dowolnymi réznymi a; jest
r=2-——.

8. Analiza - zadania podzielne

Podobnej analizie poddano zadania podzielne i niezalezne, R = (). Literaturowy
przeglad optymalnych algorytméw online w pracy [5], szacuje wspdtczynnik konkuren-
cyjnosci dla najlepszego algorytmu dla problemu jednomaszynowego z przerwaniami.

Twierdzenie 4. Algorytm 1 dla problemu szeregowania P|pmnt,online — list,a; =

1|Cmax ma wspdtcezynnik konkurencyjnosci Iy

m

Dowod. Odwotaé sie mozna do znanego rezultatu literaturowego, omowionego mie-
dzy innymi w pracy [6], poniewaz zostal przedstawiony jako rozwiazanie, ktére przy
liczbie maszyn dazacej do nieskoczonysci dazy do -4 ~ 1,58, zatem przy przed-

stawionej specyfikacji rowniez wykazuje taka ceche. ]
Przechodzac do szeregowanie zadan wieloprocesorowych otrzymujemy:

Twierdzenie 5. Algorytm MC (Algorytm 1) dla problemu szeregowania
Plpmnt, online — list, a; = 2|Cnax ma wspotczynnik konkurencyjnosci

r= SENCE (4)

Dowdd. Poniewaz zadanie wykorzystuje procesory w sposob synchroniczny, istnieje
co najwyzej [m/2] par procesoréw réwnoczesnie dostepnych do realizacji zadania.
Bez straty ogélnosci rozwazan zatdézmy, ze sa to pary (1,2), (2,3), ...,(m — 1,m)
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jesli m jest parzyste oraz (1,2), (2,3), ...,(m —2,m — 1) jesli m jest nieparzyste.
Zauwazmy, ze w przypadku nieparzystego m nie ma mozliwosci uzycia procesora
m, poniewaz nie ma on pary. Dalej transformujemy problem P|pmnt,online —
list,a; = 2|Chax z danymi n, m, (pj, j = 1,2,...n) do pomocniczego problemu
Plpmnt, prec, online — list,a; = 1|Cpax z danymi n', m’, (pi, j = 1,2,...,n)
w nastepujacy sposéb: n’ = n, m’ = [m/2], (p; = p;, j = 1,2,...,n). Zgodnie

7 twierdzeniem 4 zachodzi .

7“:1_(1_#>m,. (5)

Poniewaz m' = [m/2] = m/2 dla m parzystego oraz m' = [m/2] = (m — 1)/2 dla
m nieparzystego, podstawiajac m' do (5) otrzymujemy (4). ]

Kolejne twierdzenie jest doS¢ oczywiste, zatem nie wymaga dowodu.

Twierdzenie 6. Algorytm MC (Algorytm 1) dla problemu szeregowania
Plpmnt,online — list,a; = k|Cupax, gdzie k < m, z kryterium C,,,, ma wspot-
czynnik konkurencyjnosci

(6)

Przez analogig, algorytm MC (Algorytm 1) dla problemu P|pmin,online —
list, a; < k|Chax ma wspétczynnik konkurencyjnosci taki jak w twierdzeniu 4.

9. Podsumowanie

Zaproponowane zostaty algorytmy online dla szeregowania zadan wieloproceso-
rowych w przypadku nieprzerywalnym 1 przerywalnym, wraz z oceng ich wspoéiczynni-
ka konkurencyjnoSci. Te pesymistyczne oceny maja charakter teoretyczny, formutowa-
ny jako twierdzenia. Otrzymane wyniki nie wymagaja przeprowadzenia eksperymentow
numerycznych na losowej prébce instancji, poniewaz zaréwno instancja pesymistyczna
jak 1 rozwiazanie pesymistyczne wystgpuje statystycznie rzadko w systemach rzeczywi-
stych. Faktycznie rezultaty badan komputerowych zwykle dostarcza wynikow usrednio-
nych po eksperymentalnej probce instancji, zatem sa blizsze analizie probabilistyczne;j
w sensie Srednim niz analizie konkurencyjnoSci. Niemniej, zaréwno analiza konkuren-
cyjnosci jak i analiza eksperymentalna dostarczaja uzupetniajacych sig¢ informacji o cha-
rakterystyce numerycznej algorytmow.
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