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JAK TRANSPORTOWAC PRODUKTY CHEMICZNE, CZYLI PRZYPADEK
WSADOWEGO SZEREGOWANIA ZADAN KOMPATYBILNYCH

Streszczenie. W pracy pokazano, ze pewien problem transportu produktéw che-
micznych moze by¢ sprowadzony do problemu szeregowania identycznych zadan
kompatybilnych na wsadowych maszynach jednorodnych i1 rozwiazany metoda-
mi kolorowania graféw. Poniewaz problem ten jest NP-trudny, zbadamy przypad-
ki szczeg6lne, ktére daja si¢ rozwiaza¢ w czasie O(n?). Rozwazania ogdlne be-
da wsparte do§wiadczeniami komputerowymi zebranymi w trakcie implementacji
wybranych algorytméw szeregowania.

HOW TO TRANSPORT CHEMICAL PRODUCTS, OR A SPECIAL CASE OF
BATCH SCHEDULING OF COMPATIBLE JOBS

Summary. In the paper we show that a certain problem of transporting of chemi-
cal goods can be reduced to a problem of scheduling identical compatible jobs on
parallel uniform batching machines and solved by means of graph coloring me-
thods. Since the latter problem is generally NP-hard, we investigate some special
cases that can be solved in time O(n?). Our theoretical considerations are accom-
panied by computer experiments conducted during the implementation of selected
scheduling algorithms.

1. Wprowadzenie

Zatézmy, ze musimy przesta¢ n produktéw chemicznych z miejsca A do miejsca
B i mamy do dyspozycji 3 kontenery, ktére mozemy wysta¢ transportem kolejowym,
drogowym i/lub wodnym. Jednakze, w jednym kontenerze nie moga znalez¢ si¢ takie
produkty, ktére wchodza ze soba w reakcje (na przyktad w wyniku zniszczenia pojem-
nikéw podczas wypadku). Zadaniem jest takie przydzielenie pojemnikéw chemicznych
do konteneréw, by zminimalizowac Sredni czas przewozu produktéw, innymi stowy, aby
suma czasow uptywajacych od zatadunku w A do roztadunku w B wszystkich produk-
tow byla jak najmniejsza.

Zauwazmy, ze nasz problem moze by¢ wyrazony jako szczegdlny przypadek
szeregowania zadan kompatybilnych na wsadowych maszynach jednorodnych typu
p — batch w celu minimalizacji §redniego czasu przeptywu. Poniewaz problem ten jest
NP-trudny w przypadku ogdélnym, przyjmiemy zatozenie, ze zadania maja jednostko-
wy czas wykonywania, za$ graf niezgodnosci produktéw jest dwudzielny. Sytuacja taka
ma miejsce np. wowczas, gdy przewozimy cyjanki z kwasami. Symbolicznie, nasz pro-
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blem szeregowania mozemy zapisaé jako Qm|p — batch,p; = 1,G = bipartite|£C;.
Co prawda, zalozenie powyzsze nie zmienia statusu zlozonosci problemu, ale ulatwia
uzyskanie algorytméw wielomianowych w przypadkach szczeg6lnych.

Powyzszy problem szeregowania sprowadza si¢ do kosztowego kolorowania gra-
fow dwudzielnych, tj. takiego pokolorowania wierzchotkéw grafu niezgodnosci aby su-
ma mocy poszczegdlnych koloréw pomnozonych przez wagi tych koloréw byta jak naj-
mniejsza. Wartos¢ takiej sumy nazywamy kosztowq sumq chromatyczng grafu G. W tym
ujeciu:

e wierzchotki grafu sa zadaniami,

e krawedzie oznaczaja niemoznoS¢ wykonania odpowiednich par zadan na jednej ma-
szynie,

e kolory reprezentuja maszyny,

e pokolorowanie danego wierzchotka oznacza przydzielenie danego zadania do od-
powiedniej maszyny,

e wagi koloréw sg odpowiednikami odwrotnoSci szybkosci maszyn,

e kosztowa suma chromatyczna jest minimalnym tacznym czasem przepltywu zadan
przez system.

Bardziej formalnie, niech G bedzie grafem n-wierzchotkowym i niech W =
(w1, ..., w,) bedzie rosnacym ciagiem wag koloréw, gdzie w; jest liczba rzeczywista
stowarzyszong z kolorem numer ¢, ¢ = 1,...,n. Kosztowa suma chromatyczna zwia-
zana z W jest oznaczana jako Xy (G), za$ kosztowa liczba chromatyczna xw (G) jest
minimalng liczba koloréw potrzebnych do osiagnigcia kosztowej sumy chromatyczne;j
grafu G. Jezeli W jest ciagiem liczb naturalnych, czyli N = (1,2,3,...), to piszemy
odpowiednio Y n(G) i xn(G). W pracy skoncentrujemy si¢ na grafach dwudzielnych
G = (V4 U V,, E). Maksymalny stopieri wierzchotka takiego grafu oznaczymy przez A.
Jesli A < 3 (A < 4), to grafy takie nazwiemy podbikubicznymi (podbikwartycznymi).
Kubicka [6] pokazala, ze dla kazdego naturalnego k£ > 2 istnieje graf dwudzielny G o
odpowiednio wysokim stopniu A, taki ze xny(G) = k. Z drugiej strony Kosowski [5]
pokazat, ze dla kazdego podbikwartycznego G mamy y y(G) < 3. Najmniejszy graf G,
dla ktérego xw(G) = 3, jest pokazany na rys. 1. Problem optymalnego kolorowania
kosztowego graféw dwudzielnych staje sig¢ NP-trudny poczawszy od A = 5 [7]. Jed-
nakze dla graféw o A < 4 problem moze by¢ rozwiazany w czasie wielomianowym

[3].

1(a) (x)1

1(b) el
=

3(c z)4
Lw(G) =11, xw(G) = 3.

Rys. 1. Przyktad pokolorowania chromatycznego dla W = (1, 3,4, ...).
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Z uwagi na NP-trudnos¢ problemu, w niniejszej pracy rozwazymy dwa przypadki
szczegblne naszego zagadnienia szeregowania. W nastgpnym punkcie rozwazymy przy-
padek m = 2 i dwudzielne grafy ogélne. W punkcie 3 rozwazymy przypadek m = 3
i grafy podbikwartyczne. W punkcie 4 przedstawimy doSwiadczenia komputerowe ze-
brane w trakcie implementacji wybranych algorytméw.

2. Przypadek m = 2

Niech M, Ms beda dwiema maszynami typu p — batch o szybkoSciach s; > ss.
Niech w(S) oznacza sum¢ wag zadain odpowiadajacych wierzchotkom nalezacym do
zbioru S. Zwr6¢my uwage, ze tym razem wazymy zadania a nie kolory. Ponizej zmody-
fikujemy algorytm z pracy [9] tak, aby konstruowat dwupokolorowanie o maksymalne;j
réznicy wag miedzy klasami.

Algorytm 1 Uogdlnione kolorowanie skrajnie niesprawiedliwe

Wejscie: Dwudzielny graf G.

WyjScie: Dwupokolorowanie o najwigkszej szerokosci kolorowania.

. Color; = Colory = .

. Niech (G, ..., G beda sktadowymi spdjnosci G.

: fori =1tocdo
Niech (C4, Cy) bedzie dwukolorowaniem G;, takim ze w(C1) > w(Cy).
Colory = Color; U Cf.
Colory = Colory U (.

end for

return (Colory, Colors)

AN A S e

Obecnie mozemy wprowadzi¢ nasz pierwszy algorytm szeregowania.

Algorytm 2 Algorytm dla problemu Q2|p — batch,p; = 1, G = bipartite|Xw;C;

Wejscie: Dwudzielny graf G.

Wyjscie: Harmonogram optymalny wzgledem kryterium ¥w;C}.
1: (Colory, Colory) = Uogdlnione kolorowanie skrajnie niesprawiedliwe(G)
2: My «+ Colory, My «— Colory

Lemat 1. Algorytm 2, o ztoionosci O(n?), jest optymalny dla problemu Q2|p —
batch,p; = 1, G = bipartite|Xw;C}.

Dowdd. Napiszmy wzor na taczny wazony czas zakonczenia zadan dla harmono-
gramu tworzonego przez ten algorytm. Niech (V;,V3) bedzie dowolnym dwukolo-
rowanie G. Bez utraty ogoélnosci zalézmy, ze Vi przydzielane jest do My, Vs za$ do
M. Skorzystajmy z réwnosci w(V (G)) = w(Vy) + w(Vs). Wowcezas
Sy, — W0 | w0) _ w() | w(V(G)) ~w(¥)
S1 59 S1 59

wV)(s2 = s1) | wV(G))
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Na mocy tego, ze sy < 1, tatwo zauwazy¢, ze przyporzadkowanie zadan o mak-
symalnej tacznej wadze do Mj, czyli wlasnie zadan odpowiadajacych Colory, jest
optymalne. Zlozonosé¢ algorytmu 1 jest O(n?), totez ztozonoéé algorytmu 2 jest
réwniez O(n?). O

Zauwazmy na marginesie, ze przyjecie ograniczenia na pojemnos¢ wsadu rady-
kalnie zmienia status ztozonoS$ci problemu juz w przypadku jednomaszynowym. Rze-
czywiscie, poniewaz 3-kolorowanie sprawiedliwe graféw dwudzielnych z warunkiem
3|n jest NP-zupelne, wigc przyjecie rozmiaru wsadu réwnego b = n/3 powoduje, iz
Cinaz = 3/s jedynie wtedy, gdy graf niezgodnosci G jest sprawiedliwie 3-barwny. Ana-
logiczna obserwacja zachodzi przy kryterium >C;.

3. Przypadek m = 3

W punkcie tym rozwazymy przypadek, gdy A < 4, symbolicznie Q3|p —
batch,p; = 1,G = subbiquartic|©C;. Niech bedzie dany graf podbikwartyczny
G = (V1 U V4, E), jego kopia G* = (V;* U V", E*) oraz wagi koloréw k; < ko < ks.
Tworzymy sie¢ D jako digraf (V (D), A(D)) z wierzchotkiem poczatkowym s i konico-
wym t, W sposéb nastgpujacy:

V(D) =V(G)UV(G)U{s} U{t}

AD) =AU A3 UA U A3 UA U Agy
1 gdyae A UAy,

w(a) =k gdya€ A11U Ay
oo gdyae AjoUAy,;

gdzie:

Aig = {(v1,v2) 1 v1 € Vi, € Vo, {v1, 12} € E(G)}
Agy = {(vg,v1) w1 € Vi, 0p € V5 {or, 02} € E(G”)}
A1 ={s} xV
Ay = Vo x {t}
A =A{(vi,v1) v € 1}
Ag g = {(v9,v3) 1 vy € Va}

k= (ks —ko)/ (ko — k1)

Rozcigciem (S — T') sieci D nazywamy taki podziat zbioru wierzchotkéw na zbiory
SiT,zes € Sat € T. Przez pojemnos¢ rozcigcia rozumiemy sume¢ wag tukéw,
ktérych poczatek nalezy do S a koniec do 1. Minimalne rozcigcie jest rozcigciem o
minimalnej pojemnosci. Niech (S — T') bedzie minimalnym rozcigciem sieci D. Dla
v = 1, 2 definiujemy

Si=VinS, Sf=V'ns, T;=V,nT, T;=V/'NT

W pracy [3], ktéra zawiera podstawy matematyczne przyjetego tu modelu, autorzy defi-
niuja zwiazek pomiedzy rozcigciem sieci D a pseudokolorowaniem grafu GG. Zauwazaja
rowniez, ze dla k = (ks — ko)/(k2 — k1), dzigki wyznaczeniu pewnego minimalnego
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rozcigcia, mozna otrzymaé optymalne w sensie kosztowej sumy chromatycznej pseu-
dokolorowanie dla koloréw o wagach (0,1,1 + k) ktére jest réwniez optymalne dla
koloréw o wagach ki, ko, k3. Jak réwniez, ze metoda przedstawiona w pracy [3] po-
zwala przeksztalci¢ pseudokolorowanie w kolorowanie o nie wigkszej liczbie koloréw
niz [A/2] + 1 i o takiej samej lub mniejszej kosztowej sumie chromatycznej. Na tej
podstawie mozemy sformutowac nastgpujacy algorytm szeregowania.

Algorytm 3 Algorytm dla problemu Q3|p — batch,p; = 1, G = subbiquartic|XC;

Wejscie: Graf podbikwartyczny (7, szybkos$ci maszyn s; > sg > s3
Wyjscie: Uszeregowanie optymalne
1: Skonstruuj sie¢ D dla G. Przyjmij k = s1(s2 — s3)/(s3(s1 — $2)).
2: Znajdz minimalne (S, 7T)-rozcigcie (np. za pomoca algorytmu Forda-Fulkersona
[2]).
3: Zdefiniuj Color; = Sy UTy, Colory = h™ YT} U S3) i Colors = V(G) \ (Colory U
Colorsy) [3].
4. Dokonaj korekty 3-pokolorowania grafu G (szczeg6ty patrz [3]).
5. Przydziel My <« Colory, My < Colore, M3 < Colors.

Nasze wnioski mozna zawrze¢ jako

Twierdzenie 1. Algorytm 3 rozwiqzuje problem Q3|p — batch,p;, = 1,G =
subbiquartic|SC; w czasie O(n?).

Dowdd. Znalezienie minimalnego rozciecia w sieci D mozna zrealizowa¢ w czasie
O(JA(D)([V(D)]) [4, 8]. W naszym praypadu |A(D)| = 2|E(G)| +|V(G)| = O(n),
zas |V(D)| = 2|V(G)| + 2 = O(n). Poniewaz pozostate czynnosci algorytmu sa
liniowe, wiec catkowita ztozonosé algorytmu wynosi O(n?). O

Rys. 2. Sie¢ D dla grafu niezgodnosci z rys. 1. Wierzchotki okragle naleza do zbioru S
- kwadratowe do 7.

Dla kompletnos$ci rozwazan zauwazmy, zZe nasz problem staje si¢ prosty, gdy s; =
S9 = S3oraz gdy s1 > So = S3.
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Rys. 3. Harmonogram optymalny dla grafu niezgodnosci z rys. 1.

4. Eksperymenty komputerowe

Algorytm zaprezentowany w poprzednim punkcie zostal zaimplementowany w
ramach pracy [1] 1 przetestowany na losowych grafach podbikubicznych. Wszystkie pro-
gramy zostaly napisane w jezyku C#. Uzyto IDE Visual Studio Community 2015 (wersja
14.0.25431.01) z wykorzystaniem Microsoft .NET Framework w wersji 4.7.02053. Te-
sty zostaty wykonane na komputerze ASUS X555LB o procesorze Intel Core 15-5200U
CPU 2.2 GHz. Podczas testow nie byly uruchomiane zadne inne procesy poza procesami
systemowymi. Testy zostaly wykonane w jednym watku.

Najwazniejszym byl test czasu dziatania algorytmu w miar¢ zwigkszania liczby
weztéw. SpodziewaliSmy si¢ wzrostu kwadratowego. Dla kazdej wartosSci n wygenero-
wano 3 spdjne grafy podbikubiczne n-wierzchotkowe o rownych bipartycjach, dokona-
no trzech pomiaréw i usSredniono wyniki. Rys. 4 przedstawia wyniki pomiaréw czaso-
wychdlan € {6,...,10000}. Jak wida¢, wyniki uktadaja si¢ w ksztait potowy paraboli.
Zauwazono jednak, ze w zdecydowanej wigkszosci (ponad 90% przypadkéw) do kolo-
rowania niezbedne byly jedynie 2 kolory. Jest to zrozumiale, poniewaz przypadek uzycia
trzeciego koloru mozna uzna¢ za szczegdlny. Aby odpowiedzie¢ na pytanie, jak czgsto
wymagane jest uzycie trzeciego koloru, przygotowany zostal dodatkowy test, podczas
ktérego 1000 razy generowany byt spéjny graf n-wierzchotkowy, n € {6,...,200}, o
rOwnych bipartycjach, a nastgpnie odnotowana zostata liczba graféw, do pokolorowa-
nia ktérych wymagane byto uzycie dodatkowego koloru. Podobnych badan wykonano
50, po czym za ostateczny rezultat uznano maksymalny wynik. Oczywiscie, na wyniki
testow maja wptyw réwniez wagi koloréw (a zatem szybkosci maszyn). Zasadne wyda-
to si¢ zatem przetestowanie przypadkéw, gdy k1 = 2ky = 3ks, by << kg < k3 oraz
k1 < ko << k3. Testy wykonano trzykrotnie dla nastgpujacych zestawdéw wag koloréw:
(1,1.01,20), (1,2, 3), (1,20,20.01). Wyniki dla dwdch pierwszych przypadkéw zostaty
przedstawione na rys. 5. WartoSci dla przypadku trzeciego sa wszgdzie rowne 0.

Wyniki dla wszystkich przypadkéw tworza widoczne linie trendu, ktore sa funk-
cjami homograficznymi malejacymi wraz ze wzrostem n. Rezultaty sa spodziewane -
im wigksza jest suma kosztowa w przypadku dwoch kolorow (tj. wigkszy jest rozmiar
grafu), tym trudniej ja zmniejszy¢ przez dodanie trzeciego koloru. CzestoS¢ grafow,
przy ktorych jest to mozliwe, spada wraz ze wzrostem liczby wierzchotkow. Z ekse-
prymentu wnioskujemy, ze dla wartosci n powyzej 200 prawdopodobiefistwo wyloso-
wania takiego grafu jest bliskie zeru. Jednakze zauwazmy, ze na warto$¢ kosztowej su-
my chromatycznej wpltywaja gtéwnie wagi koloréw. Przyktadowo, nie istnieje taki graf
6-wierzchotkowy, ktérego kolorowanie dla wag (1,2, 3) wymagatoby uzycia trzeciego
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koloru. Prawdopodobnie najmniejszym takim grafem podbikubicznym jest nieukorze-
nione symetryczne drzewo binarne o 14 wierzchotkach.
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Rys. 4. Czasy wykonania algorytmu 3 z podbikubicznymi grafami niezgodnoSci w za-
leznosci od liczby wierzchotkéw grafu G.
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Rys. 5. Liczba przypadkow, w ktorych konieczne bylto uzycie trzeciego koloru.
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