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WEASNOSCI ELIMINACYJNE DLA PEWNEGO PROBABILISTYCZNEGO
PROBLEMU SZEREGOWANIA ZADN

Streszczenie. W pracy rozpatrujemy pewien problem szeregowania zadan z 7a-
danymi terminami zakonczenia. Sa one reprezentowane przez zmienne losowe
o rozktadzie normalnym. Przedstawiamy algorytm oparty na metodzie tabu search.
Definiujemy probabilistyczne bloki, ktérych wtasnosci eliminacyjne sa stosowane
przy generowaniu otoczen. Dzigki temu uzyskaliSmy znaczne skrdcenie czasu ob-
liczen.

ELIMINATION PROPERTIES FOR A PROBABILISTIC PROBLEM OF SCHE-
DULING JOBS

Summary. In the paper work we consider a problem of jobs scheduling with re-
quested due dates. They are represented by random variables with a normal di-
stribution. We propose an algorithm based on the tabu search method.and define
probabilistic blocks whose elimination properties are used during neighborhood
generating. Thanks to this we have achieved a significant reduction of the calcula-
tions time.

1. Wstep

W wielu dziedzinach gospodarki takich jak: transport, budownictwo, rolnictwo,
handel czy turystyka pewne parametry zachodzacych tam procesOw maja ze swej na-
tury charakter losowy (zaleza np. od pogody, popytu, warunkéw geologicznych, itp.).
Niepewno$¢ danych przektada si¢ bezposrednio na wielkos¢ ryzyka, stad np. w budow-
nictwie stosuje si¢ bufory (czasowe, kosztowe, materialowe) wyznaczane na podstawie
norm okreslonych dla standardowych czynnosci. Cze¢sto prowadzi to do znacznego ob-
nizenia konkurencyjnosci (pozycji przetargowej) przedsigbiorstwa.

Obiecujace sa prowadzone w ostatnich latach badania, w ktérych niepewno$¢
jest uwzgledniana juz na etapie budowy modelu oraz konstrukcji algorytmu. W tym ce-
lu stosuje si¢ metody probabilistyki (jezeli niepewne informacje maja charakter losowy)
lub teorii zbioréw rozmytych. W pierwszym przypadku ([6], [7], [3], [14]) istotna jest
znajomos$¢ rozktadu danych. Poniewaz niektére procesy maja znaczng “histori¢”, wigc
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istnieje mozliwos¢ okreSlenia rozktadéw zmiennych losowych. W wielu jednak proble-
mach niepewnoS¢ danych nie ma charakteru losowego, lecz wynika np. z unikalnosci
procesu. W tym przypadku naturalnym sposobem reprezentowania niepewnosci sa licz-
by rozmyte ([2]).

W pracy, na przyktadzie pewnego jednomaszynowego problemu szeregowania
zadan, przedstawiamy metode konstrukcji algorytmu przyblizonego (przeszukiwania
z tabu) dla losowych zadanych terminéw zakoniczenia zadan. Przy przeszukiwaniu oto-
czen stosujemy wilasnosci eliminacyjne blokow (stabsze od tych stosowanych w proble-
mach szeregowania z kryterium Cl,,). Badamy takze stabilno$¢ rozwiazan, tj. wptyw
losowych zaburzen danych na zmiany wartosci funkcji kryterialne;.

2. Jednomaszynowy problem szeregowania zadan

W rozpatrywanym problemie, kazde zadanie ze zbioru J = {1,...,n} nale-
zy wykonac bez przerywania na maszynie, ktéra w dowolnej chwili moze wykonywac
tylko jedno zadanie. Dla zadania ¢ € J, niech p;, d;, w; beda odpowiednio: czasem wy-
konywania, zqdanym terminem zakoriczenia oraz karq za spoZnienie. Jezeli jest ustalona
pewna kolejno$¢ wykonywania zadan oraz C; (¢ € J) jest terminem zakonczenia zada-
nia ¢ € J, to gdy C; > d; wowczas zadanie nazywamy spoZnionym. W przeciwnym
przypadku zadanie nazywamy terminowym. Rozpatrywany problem szeregowania (ang.
single machine problem with tardiness costs, w skrocie SMTC) polega na wyznaczeniu
kolejnosci wykonywania zadan o najmniejszym koszcie, tj. dla ktérej suma kar zadan
sp6znionych jest minimalna.

Niech II bedzie zbiorem permutacji elementéw z J. Dla permutacji # € I,
Cri) = Sh—1Pr(k) jest terminem zakoriczenia zadania 7 (i) w permutacji , tj. gdy
zadania sa wykonywane zgodnie z kolejnoScia ich wystgpowania w 7. Zmienna

0 Coiiy < dr;
U7ri _ { s w(1) X Wr(i),
) L Cre) > drg,
nazywamy spdZnieniem zadania (i) w permutacji 7, a sume kar zadan spéznionych

= > wriyUr(i) (1)
k=1

kosztem wykonywania zadan (wagq permutacji).
Rozpatrywany w pracy problem SMTC polega wigc na wyznaczeniu w zbiorze
[T permutacji o najmniejszym wadze, tj. permutacji 7* € 11, takiej ze

W literaturze problem ten jest oznaczany 1\ | > w;U; i nalezy do klasy probleméw
NP-trudnych. Algorytmy optymalne jego rozwiazywania oparte na metodzie programo-
wania dynamicznego przedstawili Lawler, Moore [4] (algorytm pseudo wielomianowy
o zlozonosci obliczeniowej O(nmin{Y>; p;, max;{d;}})) oraz Sahni [9] (dla danych
catkowitoliczbowych algorytm ma zlozonos¢ O(nmin{}>; p;, >; w;, max;{d;}})),

a oparte metodzie podzialu 1 ograniczen: Potts, Van Wassenhove [8] Villareal, Bulfin
[11] oraz Wodecki [13].
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Algorytmy doktadne dla jednomaszynowych NP-trudnych probleméw szerego-
wania pozwalaja na efektywne wyznaczenie rozwigzan optymalnych jedynie wéwczas,
gdy liczba zadan nie przekracza 80 ([13], algorytm réwnolegly). Dlatego, w prakty-
ce stosuje si¢ najczesciej algorytmy przyblizone (gtéwnie metaheurystyki). Sa to za-
zwyczaj adaptacje algorytmow rozwiagzywania bardziej znanego w literaturze problemu
1| 32 wiT;, gdzie T; = max{0, C; — d;} (np. Wodecki [13]).

3. Metoda przeszukiwania z tabu

Do rozwiazywania NP-trudnych probleméw optymalizacji dyskretnej stosuje
si¢ przede wszystkim algorytmy przyblizone. Z praktycznego punktu widzenia sa one
w wigkszosci zupelnie wystarczajace (wiele z nich znajduje rozwiazania gorsze od opti-
mum o nie wigcej niz kilka procent). Najlepsze naleza do grupy metod poszukiwan
lokalnych (ang. local search), ktorych dzialanie sprowadza si¢ do iteracyjnego przegla-
dania zbioru rozwiazan dopuszczalnych i wybieraniu najlepszego ze wzgledu na ustalo-
ne kryterium. Jedna z nich jest przeszukiwanie z tabu (ang. tabu search, TS). Gtéwnymi
elementami metody sa:

e otoczenie — podzbidr zbioru rozwigzan dopuszczalnych, ktérego elementy sa prze-
gladane,
e ruch — funkcja przeksztatcajaca jedno rozwigzanie w inne,
e lista tabu — lista zawierajaca atrybuty pewnej liczby ostatnio rozpatrywanych roz-
wiazan.
Algorytm oparty na tej metodzie zazwyczaj koniczy dziatanie po wykonaniu ustalone;j
liczby iteracji. ZtozonoS¢ obliczeniowa algorytmu jest zdeterminowana przez procedure
wyznaczenie otoczenia, jego przegladanie oraz warunek zakonczenia. Ponizej przedsta-
wiamy gtéwne elementy algorytmu rozwigzywania problemu 1|| 3 w;U;.

3.1. Ruch i otoczenie

Niech 7 = (7(1),...,7(n)) bedzie pewng permutacja zadan zbioru J. Ruch typu za-
mieri (ang. swap move) s¥, k # 1, k,1 =1,2,...,n,zamienia pozycjami dwa elementy
7(k) z 7(l) (znajdujace si¢ odpowiednio na pozycjach k oraz [), generujac z ™ nowa per-
mutacje s} (7) = 7, przy czym

(i), jeslii#kNi#l,

HOE {W(k), jesli i =1,

(1), jesli i =k.
W skrécie bgdzie on nazywany s-ruchem. Wszystkich mozliwych takich ruchéw jest
n(n—1)/2 (oczywiscie zachodzi réwnosé s = st ). Ztozonosé obliczeniowa wykonania
s-ruchu wynosi O(1).

Otoczeniem permutacji 7 jest zbior

N(m) = {sf(m) v r(k) € M(x) V 7(l) € M(m)}. (2)

Przy implementacji algorytmu z otoczenia usuwa si¢ elementy, ktérych atrybuty znaj-
duja si¢ na liscie ruchéw zakazanych.
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3.2. Lista ruchéw zakazanych

Aby zapobiec powrotowi do tej samej permutacji, po niewielkiej liczbie itera-
cji algorytmu, pewne atrybuty kazdego ruchu zapamigtuje si¢ na liScie ruchéw zakaza-
nych. Obstugiwana jest ona na zasadzie kolejki FIFO. Wykonujac ruch s7 (tj. generu-
jac z m € II permutacje 77) na liste tabu zapisujemy atrybuty tego ruchu, czyli trojke
(m(r),j, W(r})). Zatézmy, ze wyznaczajac pewne otoczenie permutacji (3 rozpatrujemy
ruch s} generujacy element 3F. Jezeli na liscie jest tréjka (r, 7, ¥) taka, ze B(k) = r,
| = j oraz W(3F) > U, to ruch taki pomijamy. W literaturze lista ruchéw zakazanych
jest realizowana na wiele sposobow.

4. Randomizacja

W tym rozdziale rozpatrujemy problem SMTC, w ktérym zadane terminy za-
koniczenia zadan sa zmiennymi losowymi o rozktadach normalnym. W literaturze bada-
no giéwnie problem szeregowania z losowymi czasami wykonywania zadan. Van den
Akker i Hoogeveen [10] rozpatrywali rozktady jednostajny i normalny, a Pinedo [6] roz-
ktady wyktadnicze. Obszerny przeglad metod i algorytméw rozwiazywania problemoéw
optymalizacji kombinatorycznej z losowymi parametrami przedstawit Vondrdk [12].

W praktyce istnieja duze trudnosci z ustaleniem rozktadéw prawdopodobiefistwa
losowych parametréow modelu. Szczegdlnie, gdy mamy do czynienia z unikalnymi pro-
cesami 1 w zwiazku z tym brak jest jakichkolwiek danych statystycznych. Zazwyczaj
w takim przypadku, korzystajac z wiedzy eksperta, przyjmujemy pewne wartosci (deter-
ministyczne) dla nieznanych parametréw. W pierwszej kolejnosci przedstawimy metodg
randomizacji takich parametrow.

Niech (p;, w;, d;),i =1,2,...,n bedzie pewnym przyktadem (danymi) rozpatry-
wanego w pracy problemu SMTC. Proces randomizacji polega na wyznaczeniu zmien-
nych losowych d;, 1 € J reprezentujacych zadane terminy zakonczenia zadan przy zato-
zeniu, ze warto$¢ oczekiwana E(d;) = d;. Bedziemy rozpatrywac rozktad normalny, tj.
dy ~ N (d;, c - d;), gdzie parametr ¢ wyznaczamy eksperymentalnie. Latwo sprawdzid,
7e rozktady te spetniaja przyjete zalozenie, czyli E(d;) = d; (i = 1,...,n).

Losowa wersja instancji problemu SMTC jest n-elementowym ciagiem tréjek
(pi, w;, d;), gdzie d; jest zmienna losowa reprezentujaca zadany termin zakorniczenia za-
dania, a p; 1 w; s liczbami, tak jak w wersji deterministyczne;j.

Niech m € II bedzie dowolng permutacja zadan. Termin zakonczenia zadania
(i) € J, Crsy = S~ Pr(;) & SpOZnienie

Uriy = 0, gdy Criiy < dn(iy 01z Unpy = 1, gdy Crriiy > do(a)-
Odpowiadajaca funkcji celu (1) zmienna losowa jest wigc postaci
W) > (i) Uni). (3)
W takim przypadku, do oceny rozwiazan (permutacji zbioru IT) stosuje si¢ za-

zwyczaj wazone kombinacje liniowe momentéw centralnych zmiennej losowej (3).
Z przeprowadzonych eksperymentow obliczeniowych wynika, ze wystarczy uwzglednic¢
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jedynie warto$¢ oczekiwana. W zwiagzku z tym do oceny rozwigzania bgdziemy stoso-
wali funkcje

n

Wi(m) = 3 weiy E(Uxgs)). (4)

i=1
bLatwo sprawdzi¢, ze dla rozktadu normalnego

E(Un) = P(Crgiy > dngiy) = F

o (Cri)s

gdzie Fy jest dystrybuanta zmiennej losowej X. Ostatecznie wigc

n n

Wi(m) = ler(i)E(UW(i)) = 2wﬂ(i)(E(U7r(i))~ (5)
1= 1=
Powyzsze kryterium bgdziemy stosowali w algorytmach, opartych na metodzie przeszu-
kiwania z tabu, rozwigzywania problemu SMTC z losowymi terminami zakoficzenia
zadan.

Niech AD bedzie algorytmem rozwiazywania problemu SMTC z kryterium
optymalnosci (1), ktérego gléwne elementy przedstawiono w rozdziale 3. W dalszej czg-
Sci pracy bedziemy go nazywali algorytmem deterministycznym. Przez APN ozna-
czamy modyfikacje algorytmu detrministycznego dla losowych danych (tj. losowych
terminéw zakonczenia zadarn) o rozktadzie normalnym. W skrécie nazywamy go algo-
rytmem probabilistycznym. Jako kryterium poréwnawcze rozwiazan dopuszczalnych
problemu stosuje si¢ w tych algorytmach funkcje (5)).

5. Metoda blokowa dla problemu z losowymi parametrami

Od poczatku lat 80-tych ubiegtego wieku wtasnosci blokowe (przeglad posredni
elementéw przestrzeni rozwiazan) sa z powodzeniem stosowane w konstrukcjach algo-
rytméw metaheurystycznych. W pierwszej kolejnosci, przy rozwiazywaniu wieloma-
szynowych probleméw z minimalizacja czasOw zakonczenia wykonywania wszystkich
zadafi (kryterium Cy,.x ). Doktadnie zostaty one opisane w monografii Grabowski i in.
[1]. Bloki oraz ich wtasnosSci byly, jak do tej pory, stosowane gtéwnie w konstrukcjach
algorytmow rozwiazywania problemoéw deterministycznych. W tym rozdziale rozpatru-
jemy prosty, jednomaszynowy (ale NP-trudny) problem szeregowania zadan. Przedsta-
wiamy definicje oraz metody konstrukcji pewnych subpermutacji, ktére posiadaja po-
dobne wiasnosci eliminacyjne jak klasyczne bloki. W odréznieniu od blokéw, bedziemy
je nazywali o blokami. W bloku, kazda zmiana kolejnosci elementéw nie generuje roz-
wigzania o mniejszej wartosci funkcji kryterialnej. W przypadku o« blokéw ta wiasnos$¢
nie musi by¢ spetniona. Moga by¢ wigc eliminowane lepsze od biezacego rozwiazania.
Parametr o umozliwia kontrolowanie tego btedu. W rozpatrywanym jednomaszynowym
problemie szeregowania zadan definiujemy dwa typy « blokéw:

e zadan terminowych,
e zadan sp6Znionych.

Ponizej przedstawiamy algorytmy wyznaczania w permutacji zadan (biezacym rozwia-
zaniu algorytmu TS) o blokow.
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1. « blok zadan terminowych:
e kolejno,dla? =1,2,...,n wykonaj:
e jesli p; < d;, to i jest pierwszym elementem bloku oraz d,,,;, := d;;
e sprawdzenie, czy do bloku mozna dodac kolejne elementy
— aktualizacja d;, = a * d;
— jesli C; > d,in, do bloku dodaj element ¢ oraz
— jezeli di > d;,, 10 dppin, := d;

2. a blok zadan spéznionych:
e kolejno,dlaz =1,2,...,n wykonaj:
e jesli p; > d;, to 1 jest pierwszym elementem bloku oraz S := S;;
e sprawdzenie, czy do bloku mozna dodac kolejne elementy

— jesli S + p; > d;,, do bloku dodaj element 7 oraz
—_ dia = ( * dl

W algorytmie TS, generujac otoczenie (2) pomijamy ruchy zmieniajace kolejnos¢
elementéw w « blokach. Dzigki temu zmniejszy si¢ wielkoS¢ otoczenia a co za tym
idzie, czas wykonywania pojedynczej iteracji algorytmu.

6. Stabilnos¢ algorytmu

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w celu zbadania stabilnosci algo-
rytméw, a SciSlej - rozwigzan wyznaczanych przez te algorytmy. Stabilnos¢ jest pewna
miarg umozliwiajaca oszacowanie wptywu zaburzen danych na zmiany wartosci funk-
cji celu. W pierwszej kolejnosSci przedstawiamy metod¢ generowania zbioru danych, na
bazie ktorych bedzie badana stabilnos¢ algorytmow.

Niech § = ((p1,wi,d1),..., (Pn,wn,d,)) bedzie przyktadem danych (deter-
ministycznych) dla problemu szeregowania SMTC, a ©(§) zbiorem danych genero-
wanych z § przez zaburzenie zadanych termindéw zakonczenia zadan. Zaburzenie po-
lega na zmianie termindéw zakoficzenia (d;,i = 1,...,n) na losowo wyznaczone
warto$ci (tj. liczby generowane zgodnie z pewnym przyjetym rozktadem, np. jedno-
stajnym, normalnym, itd.). Dowolny element zbioru ©(0) jest ciagiem tréjek posta-
ci (p1,wy,dy), ..., (pn,wn,d,), gdzie zaburzony zadany termin zakoficzenia d; (i =
1,...,n) jestrealizacja pewnej zmiennej losowej. Wobec tego, zbioér D () zawiera przy-
ktady danych deterministycznych dla problemu SMTC r6zniacych si¢ pomigdzy soba
jedynie zadanymi terminami zakoniczenia zadan.

Niech A = {A,opt, A}, gdzie Ao, A sa algorytmami rozwigzywania problemu
SMTC przy czym, Ay, jest algorytmem "prawie optymalnym", a A algorytmem kto-
rego badamy stabilnos$¢ (w szczegélnosci moze to by¢ A,,,). Dalej, niech F'(A, 75, ¢)
bedzie kosztem wykonania zadan (1) dla przyktadu ¢ w kolejnosSci okreSlonej przez
permutacj¢ 5 wyznaczonej przez algorytm A dla danych 6. Wéwczas

1 F(A, 75,0) = F(Apopt, T, )
A(A5,D(0) = e :
AT BT Flms)
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nazywamy stabilnosciq rozwiqzania ms (Wyznaczonego przez algorytm A dla przyktadu
9) na zbiorze danych zaburzonych ©(4). Parametr ten pozwala na oceng odpornosci”
rozwiazania 75 na ewentualne zmiany terminéw zakonczenia zadan.

Niech €2 bedzie zbiorem przyktadéw dla problemu SMTC. Wyrazenie

Ls ams00) (6)

SAY) =g ¥
S

nazywamy wspotczynnikiem stabilnosci algorytmu A na zbiorze (2. Im mniejsza jest
jego warto$¢, tym wyznaczone przez algorytm rozwigzania sa stabilniejszy, tj. losowe
zaburzenia danych powoduja niewielkie pogorszenie wartosci funkcji kosztu.

7. Eksperymenty obliczeniowe

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w celu zbadania efektywnosci sto-
sowania « blokéw w konstrukcji algorytmu probabilistycznego APN'. Dane deter-
ministyczne ) pobrano z biblioteki OR-Library [5] (sa to przyklady dla problemu
|| 3; w;T;). Dla kazdego n = 40,50 i 100 dane te zawieraja 375 przyktadéw. Dla
kazdej instancji problemu deterministycznego wyznaczono instancje danych probabi-
listycznych ze zmienng losowa o rozktadach: normalnym d ~ N(d;,c - d;), gdzie
¢ € {0.01,0.02,...,0.2,0.3,0.4,0.5}. Zbiér tych danych (zwanych probabilistyczny-
mi) oznaczymy przez Q). Obliczenia algorytmu AD wykonano na przyktadach ze zbiory
(2, a algorytmu APN na przyktadach ze zbioru 2.

Dla kazdego przyktadu danych deterministycznych 6 = ((p1,w1,dy),...,
(P, W, dy)) (6 € Q) wygenerowano 100 przyktadéw danych zaburzonych (tj. |D(4)| =
100). Zaburzenie polega na zmianie (d;, ¢ = 1,...,n) nalosowo wyznaczone wartosci,
zgodnie z rozktadem N(d;, c - d;). W sumie wyznaczono 37500 przyktadéw. Zostaty
one nastgpnie rozwiazane przez algorytm AD. Otrzymane wyniki stanowilty podstawe
do wyznaczenia wspdiczynnika stabilnosci (6) badanego algorytmu. Przy uruchamianiu
kazdego algorytmu za permutacje startowa przyjeto # = (1,2,...,n), a ponadto:

e dlugosc listy ruchéw zakazanych: n,
e liczba iteracji algorytmu: n/2 lub n.

W pierwszej kolejnoSci zbadano wptyw stosowania blokéw na czasy obliczen algorytmu
APN (na PC z zegarem 2.8GHz). Na rysunku 1 przedstawiono Srednie czasy obliczen
w zaleznos$ci od parametru « z przedziatu od 0.3 do 1.7. Obliczenia wykonano dla liczby
zadan n = 40. Najwigksze przyspieszenie, ponad dwukrotne, uzyskano dla o = 0.35,
a najmniejsze (ponad 20%), dla o = 1.05. Otrzymano wigc znaczace skrdcenie cza-
su obliczen. W przypadku probabilistycznych probleméw szeregowania zadan bardzo
wazna jest stabilno§¢ wyznaczanych rozwiazan. Im rozwigzanie jest bardziej stabilnie,
tym jest mniej wrazliwe na zmiany losowych parametréw. Na rysunku 2 przedstawio-
no wspotczynnik stabilnosci (6) algorytmu APN z wykorzystaniem blokéw oraz bez
blokéw. Dzigki stosowania wtasnosci blokowych w procedurze generowania otoczenia
wyznaczane przez algorytm TS rozwiazania okazaly si¢ znacznie stabilniejsze. Podobne
wyniki otrzymano dla pozostatych przyktadow, tj. dla n = 50 oraz 100.
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Rys. 1. Czasy obliczen algorytmu APN wariantu z oraz bez blokéw (n = 40).
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Rys. 2. Stabilno$¢ rozwigzan algorytmu z i bez blokéw.

8. Uwagi i wnioski

W pracy rozpatrywano problem szeregowania zadan, w ktérym niepewne dane
sa reprezentowane przez zmienne losowe o rozkladzie normalnym. Przedstawiono
konstrukcje algorytmu opartego na metodzie przeszukiwania z tabu. Wprowadzono
tzw. a bloki o podobnych wtasnosSciach eliminacyjnych jak klasyczne bloki stosowane
w algorytmach rozwigzywania probleméw szeregowania z kryterium Cy,,«. Przeprowa-
dzono eksperymenty obliczeniowe w celu zbadania wptywu blokéw na czasy obliczen
oraz stabilno$ci wyznaczanych rozwigzan. Otrzymane wyniki jednoznacznie wskazuja,
ze zastosowanie blokéw skraca znacznie czas obliczen oraz poprawia stabilno$¢
rozwiazan. Zastosowanie elementéw probabilistyki w adaptacji metody przeszukiwania
z tabu pozwala skutecznie rozwigzywaé takze problemy z niepewnymi danymi. Sg
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to zazwyczaj bardzo trudne praktyczne problemy optymalizacyjne, znacznie lepiej
opisujace rzeczywisto$¢ niz modele deterministyczne.

Praca powstala w wyniku realizacji projektu badawczego o nr DEC

2017/25/B/ST7 /02181 finansowanego ze srodkow Narodowego Centrum Nauki.
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