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DYSKRETNE MODELE UEAMKOWEGO RZEDU-MOZLIWOSCI ZASTO-
SOWANIA W ROBOTYCE

Streszczenie. W pracy przedstawiono trzy operatory réznicowe utamkowego rzg-
du. Operator Griinwalda-Letnikowa jest najbardziej popularnym operatorem sto-
sowanym w szeroko rozumianej automatyce i robotyce. Pozostate dwa: Caputo i
Riemanna-Louvilla s3 mniej znane 1 ich zastosowanie w robotyce nie byto do tej
pory rozpatrywane.

DISCRETE-TIME FRACTIONAL MODEL-APPLICATION IN ROBOTICS

Summary. The paper is addressed to fractional difference operators. The first of
them: Griinwald-Letnikov operator is the most popular in the automatic control
and robotics. The Caputo and Riemann-Louville operators haven’t found using in
robotics and automatic control yet.

1. Wstep

Na temat dynamiki 1 modelowania robotéw manipulacyjnych ukazto si¢ bardzo
wiele artykuléw i ksiazek. Podstawowy kurs z zakresu modelowania robotéw z zasto-
sowaniem standardowych réwnan rézniczkowych catkowito-liczbowego rzedu mozna
znalez¢ w [5, 18]. W ksiazkach tych sa zawarte modele i uklady sterowania tylko w
czasie ciaglym. Przyktad modelowania w czasie dyskretnym wybranych typéw robotéw
manipulacyjnych przedstawiono w [14]. W [8] zaprezentowany zostal dyskretny model
dla robotéw manipulacyjnych, w ktérym uwzgledniono eliminacj¢ wplywu nieliniowe;j
czesci pochodzacej od sit tarcia, sity grawitacji 1 sit Coriolisa. W pracach [16, 19] za-
prezentowano modele dyskretne dla robotéw mobilnych.

W przypadku zastosowania rachunku utamkowego rzgdu do modelowania dy-
namiki robotéw trudno znaleZ¢ wyniki dotyczace zaréwno modelowania z wykorzysta-
niem réwnan w czasie ciaglym jak i dyskretnym. Nalezy tutaj wspomniec, ze w ostatniej
dekadzie teoria rachunku niecatkowitego rzgdu stala si¢ bardzo popularna i mozna zaob-
serwowac jej ciagly rozwdj [3, 11] oraz zastosowania do modelowania r6znych uktadow
dynamicznych [12, 17].

W robotyce rachunek utamkowego rzgdu znalazt gléwnie miejsce w zastoso-
waniu regulatoréw utamkowego rzedu w uktadach sterowania opartych na modelach
standardowych. W pracy [15] przedstawiono uktad sterowania robotem mobilnym opar-
ty na regulatorze PID ulamkowego rzgdu z wykorzystaniem aproksymacji pochodne;j
utamkowego rzedu metoda Griinwalda-Letnikowa. Takie samo podejscie zaprezentowa-
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no w pracy [4] z tym, ze obiektem sterowania byl prosty robot manipulacyjny. Ponadto,
rachunek utamkowego rz¢du zostal wykorzystany do problemu planowania trajektorii
robotéw manipulacyjnych. Zaproponowana metodologi¢ mozna znalezé w [9, 10]. W
metodach tych wykorzystano wtasnosci macierzy jakobianowej robotow.

W prezentowanej pracy skupiono si¢ na wykorzystaniu znanych operatoréw ro-
znicowych utamkowego rzgdu do modelowania dynamiki robotéw manipulacyjnych.
Przedstawiono trzy modele opisujace dynamike¢ oraz wyniki symulacji porownujace
otrzymane wyniki.

2. Operatory roznicowe ulamkowego rzedu

W tym rozdziale zostang wprowadzone niezbgdne oznaczenia i definicje sumy 1
roznicy utamkowego rzedu. Oznaczmy przez R zbidr liczb rzeczywistych, przez Z zbior
liczb calkowitych, przez N := Z~ zbior liczb naturalnych {0, 1,2, ... } zawierajacy 0,
aprzez Z<p = {0, —1,—2, ...} zbior niedodatnich liczb catkowitych. Dla a € R przez
N, = a + N jest oznaczony zbiér {a,a + 1,...}.

Defincja 1. PrzezI': R\ Z<y — R oznaczmy funkcje Gamma Euler zdefiniowanq przez

wyrazenie
e

n%n!

['(a) == lim

M oot ) (@ (@ ERVE) @)

(zobacz [7, p. 156]) i
P(at1) (2)

Platl) jezelia < 0ia € R\ Zg.

ISP te™%dx  jezeli o > 0,
o) =
Dolna potege kroczaca (5)(0‘) bedziemy definiowac przez wyrazenie

[(s+1)
[(s+1—a)

daseRzs+1,s+1—a¢ Z.

(5)@ = (s € R\ Ze)) N(R\ v+ Zg 1)) (3)

Defincja 2. Przez A,V f: Nopy — R bedziemy nazywac v-tq sume utamkowego rzedu
zdefiniowangq, jak ponizej

@0 = 1 Zi(t CR-DERR) (€ Nap).

dlaa € R, veRyifunkcji f : N, — R.

Zakltadamy w dalszych rozwazaniach, ze a = 0 1 bedziemy uzywac skréconego zapisu
A7V f zamiast A" f.

Defincja 3. Zatoimy, ze o € (0,1), a € Ri f: N, — R. Wowczas operator réznicowy
Caputo AL f: Noi1-o — R funkcji f rzedu o jest zdefiniowany jako ztoZenie (A8 =
A; 1= 60 A 7 (1 — a)-tq sumq utamkowego rzedu z klasycznym operatorem réznicowym
wprzodt — Af(t) = f(t+ 1) — f(t), tzn.

(AT = (ATUYANE) (¢ € Nayia).
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Defincja 4. Operator roznicowy Riemanna-Liouvillea y_ ASf: Nyi1-o — R funkcji f
rzedu o jest zdefiniowany jak ponizej n_ AS = Ao A;(l_a), tzn.

(AN = (AN (€ Navia).

Defincja 5. Operator roznicowy Griinwalda—Letnikova zdefiniowany jest przez formute

gdzie:
- h jest czasem probkowania (zaktadamy, Ze jest rowny 1),

- wspotczynnik (Z) dany jest przez formute

a 1 jezeli k=0
- ala—1)...(a—k+1 I'a+1 . .
k ( )kg ) — F(k+1)(F(a—)k+1) (e Rk eN), jezeli k=1,2,...

3. Model robota z zastosowaniem operatoréw réznicowych ulamkowego rzedu

Rozwazmy przyktad prostego robota manipulacyjnego, ktérego taincuch kinema-
tyczny sktada si¢ z dwoch cztonéw obrotowych [13]. Zlinearyzowany model matema-
tyczny takiego robota w czasie ciaglym mozna wyrazi¢ za pomoca macierzowego row-
nania stanu:

1 (t) x1(t)
20 e s e
w | LA | LB

gdzie:

stan uktadu jest okreslony przez

z1(t) = qut), xa2(t) = @(t), x3(t) =dq(t), x4(t) = 2(?),

I- jest macierza jednostkowa o wymiarze 2 X 2,
- A, B-sa macierzami wsp6iczynnikéw o wymiarze 2 x 2,

u;(t)-jest sygnatem sterowania, i = 1, 2.

W obliczeniach numerycznych jednym ze sposobow na przyblizenie pochodne;]
funkcji jest zastosowanie roznic skonczonych. Stosujac takie przyblizenie za pomoca
operatora réznicowego w przdd [1, 2] réwnanie (4) mozna przedstawic:
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- z zastosowaniem operatora Caputo

[ z1(n+1) ]
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x3(n+1)

L z4(n+1) |

- Yiso(—
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+
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- z zastosowaniem operatora Riemanna-Liouvillea
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- z zastosowaniem operatora Griinwalda—Letnikova

[z1n+1)]7 [ a 0 1 07[x1(n)]
zo(n + 1) B 0 a 01 zo(n) 0 w (#)
+ u (t) +
x3(n+1) a;; a2 o 0 x3(n) B 2
| z4(n+1) L a9 azx 0 a | | z4(n) |
] (7)
— Chea (1) () a(n — k+1)

4. Wyniki symulacji

Symulacje réwnan (5)-(7) zostaly przeprowadzone w Srodowisku Matlab. Dane
numeryczne wykorzystane w symulacji miaty wartoSci:

- macierze A1i B:
—-0.5 —0.06 0.8 —0.004
A= [ 0.25 —0.6 ] , B= [ —0.004 0.13 |’

- sygnaty sterujace:
u1(n) = =500 - sin(n), wuz(n) =100 - cos(n),
- warunki poczatkowe:
z1(0) = —=0.36, x2(0) = —0.36, x3(0) =0, x4(0)=0.

Przeprowadzono dwukrotnie symulacje z r6znymi wartoSciami parametru o =
0.1 oraz a = 0.5. Liczba krokéw n = 15. Na rysunku 1 przedstawiono wyniki dla
o = 0.5, a na rysunku 2 dla o = 0.1. Charakter zachowania si¢ poszczegdlnych
zmiennych stanu jest podobny wynikajacy z zastosowanego sygnatu sterujacego. Roz-
nice polegaja gléwnie na wartosciach maksymalnych, ktére osiagaja przebiegi bedace
wynikiem symulacji dla rownan z wykorzystaniem operatorow Caputo i Riemanna-
Louvilla. Z otrzymanych wynikéw mozna wywnioskowa¢, ze model oparty na opera-
torze Griinwalda-Letnikowa jest najbardziej odporny na zmiany parametru c.

5. Uwagi koncowe
Giéwnym celem artykutu bylo przebadanie zachowania si¢ dyskretnego modelu

prostego robota manipulacyjnego z zastosowaniem rownan utamkowego rzgdu z rézny-
mi typami operatoréw réznicowych. Zaproponowane modele nie s3 wynikiem analizy
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Rys. 1. Wyniki symulacji dla a = 0.5.

zjawisk fizycznych, ktére sa podstawa do wyprowadzania modeli matematycznych, ale
ze wzgledu na popularno$¢ rachunku utamkowego rzedu sprawdzenie przydatnosci ta-
kich modeli w robotyce jest oczywiste. Nalezy zaznaczy¢, ze rachunek utamkowego
rzedu jest stosowany w chemii, ekonomii, a nawet w finansach i naukach spotecznych.

Przedstawione wyniki symulacji odpowiadaja programowaniu robota w trybie
rgcznym, gdy operator odpowiednimi przyciskami wykonuje ruch odpowiednim czto-
nem robota. Dla takiego sposobu wykonywania ruchu mozna wnioskowac, ze modele
oparte na rachunku utamkowego rzgdu bylyby lepsze, poniewaz w mniejszej liczbie
krokéw mozna osiagnaé zatozona pozycj¢ ramienia (wartoSci zmiennych stanu szybko
narastaja w porownaniu do zmiennych stanu standardowego modelu dyskretnego, ry-
sunki 11 2).

Kolejnym krokiem powinno by¢ przebadanie zaproponowanych modeli w za-
mknigtym uktadzie sterowania z odpowiednim regulatorem. Wowczas otrzymane wy-
niki moga potwierdzi¢ przydatnos¢ rachunku utamkowego rzgdu w robotyce.
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Rys. 2. Wyniki symulacji dla o = 0.1.
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