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Streszczenie. W pracy przedstawiono trzy operatory różnicowe ułamkowego rzę-
du. Operator Grünwalda-Letnikowa jest najbardziej popularnym operatorem sto-
sowanym w szeroko rozumianej automatyce i robotyce. Pozostałe dwa: Caputo i
Riemanna-Louvilla są mniej znane i ich zastosowanie w robotyce nie było do tej
pory rozpatrywane.

DISCRETE-TIME FRACTIONAL MODEL–APPLICATION IN ROBOTICS

Summary. The paper is addressed to fractional difference operators. The first of
them: Grünwald-Letnikov operator is the most popular in the automatic control
and robotics. The Caputo and Riemann-Louville operators haven’t found using in
robotics and automatic control yet.

1. Wstęp

Na temat dynamiki i modelowania robotów manipulacyjnych ukazło się bardzo
wiele artykułów i książek. Podstawowy kurs z zakresu modelowania robotów z zasto-
sowaniem standardowych równań rózniczkowych całkowito-liczbowego rzędu można
znaleźć w [5, 18]. W książkach tych są zawarte modele i układy sterowania tylko w
czasie ciągłym. Przykład modelowania w czasie dyskretnym wybranych typów robotów
manipulacyjnych przedstawiono w [14]. W [8] zaprezentowany został dyskretny model
dla robotów manipulacyjnych, w którym uwzględniono eliminację wpływu nieliniowej
części pochodzącej od sił tarcia, siły grawitacji i sił Coriolisa. W pracach [16, 19] za-
prezentowano modele dyskretne dla robotów mobilnych.

W przypadku zastosowania rachunku ułamkowego rzędu do modelowania dy-
namiki robotów trudno znaleźć wyniki dotyczące zarówno modelowania z wykorzysta-
niem równań w czasie ciągłym jak i dyskretnym. Należy tutaj wspomnieć, że w ostatniej
dekadzie teoria rachunku niecałkowitego rzędu stała się bardzo popularna i można zaob-
serwować jej ciągły rozwój [3, 11] oraz zastosowania do modelowania różnych układów
dynamicznych [12, 17].

W robotyce rachunek ułamkowego rzędu znalazł głównie miejsce w zastoso-
waniu regulatorów ułamkowego rzędu w układach sterowania opartych na modelach
standardowych. W pracy [15] przedstawiono układ sterowania robotem mobilnym opar-
ty na regulatorze PID ułamkowego rzędu z wykorzystaniem aproksymacji pochodnej
ułamkowego rzędu metodą Grünwalda-Letnikowa. Takie samo podejście zaprezentowa-
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no w pracy [4] z tym, że obiektem sterowania był prosty robot manipulacyjny. Ponadto,
rachunek ułamkowego rzędu został wykorzystany do problemu planowania trajektorii
robotów manipulacyjnych. Zaproponowaną metodologię można znaleźć w [9, 10]. W
metodach tych wykorzystano własności macierzy jakobianowej robotów.

W prezentowanej pracy skupiono się na wykorzystaniu znanych operatorów ró-
znicowych ułamkowego rzędu do modelowania dynamiki robotów manipulacyjnych.
Przedstawiono trzy modele opisujące dynamikę oraz wyniki symulacji porównujące
otrzymane wyniki.

2. Operatory różnicowe ułamkowego rzędu

W tym rozdziale zostaną wprowadzone niezbędne oznaczenia i definicje sumy i
różnicy ułamkowego rzędu. Oznaczmy przez R zbiór liczb rzeczywistych, przez Z zbiór
liczb calkowitych, przez N := Z­0 zbiór liczb naturalnych {0, 1, 2, . . . } zawierający 0,
a przez Z¬0 := {0,−1,−2, . . . } zbiór niedodatnich liczb całkowitych. Dla a ∈ R przez
Na := a+ N jest oznaczony zbiór {a, a+ 1, . . . }.

Defincja 1. Przez Γ: R\Z¬0 → R oznaczmy funkcję Gamma Euler zdefiniowaną przez
wyrażenie

Γ(α) := lim
n→∞

nαn!
α(α + 1) · · · (α + n)

(α ∈ R \ Z¬0), (1)

(zobacz [7, p. 156]) i

Γ(α) =


∫∞
0 xα−1e−xdx jeżeli α > 0,

Γ(α+1)
α jeżeli α < 0 i α ∈ R \ Z¬0.

(2)

Dolną potęgę kroczącą (s)(α) będziemy definiować przez wyrażenie

(s)(α) :=
Γ(s+ 1)

Γ(s+ 1− α)

(
s ∈ (R \ Z¬−1) ∩ (R \ α + Z¬−1)

)
(3)

dla s ∈ R z s+ 1, s+ 1− α /∈ Z¬0.

Defincja 2. Przez ∆−νa f : Na+ν → R będziemy nazywać ν-tą sumę ułamkowego rzędu
zdefiniowaną, jak poniżej

(∆−νa f)(t) :=
1

Γ(ν)

t−ν∑
k=a

(t− k − 1)(ν−1)f(k) (t ∈ Na+ν).

dla a ∈ R, ν ∈ R­0 i funkcji f : Na → R.

Zakładamy w dalszych rozważaniach, że a = 0 i będziemy używać skróconego zapisu
∆−νf zamiast ∆−ν0 f .

Defincja 3. Załóżmy, że α ∈ (0, 1), a ∈ R i f : Na → R. Wówczas operator różnicowy
Caputo C∆α

af : Na+1−α → R funkcji f rzędu α jest zdefiniowany jako złożenie C∆α
a :=

∆−(1−α)
a ◦∆ z (1−α)-tą sumą ułamkowego rzędu z klasycznym operatorem różnicowym

w przód t 7→ ∆f(t) := f(t+ 1)− f(t), tzn.

(C∆α
af)(t) := (∆−(1−α)

a ∆f)(t) (t ∈ Na+1−α).



Dyskretne modele ułamkowego... 9

Defincja 4. Operator różnicowy Riemanna-Liouvillea R−L∆α
af : Na+1−α → R funkcji f

rzędu α jest zdefiniowany jak poniżej R−L∆α
a := ∆ ◦∆−(1−α)

a , tzn.

(R−L∆α
af)(t) := (∆∆−(1−α)

a f)(t) (t ∈ Na+1−α).

Defincja 5. Operator różnicowy Grünwalda–Letnikova zdefiniowany jest przez formułę

∆αx(n) =
1
hα

n∑
k=0

(−1)k
α
k

x(n− k),

gdzie:

- h jest czasem próbkowania (zakładamy, że jest równy 1),

- współczynnik
(
α
k

)
dany jest przez formułęα

k

 =

 1 jeżeli k = 0
α(α−1)...(α−k+1)

k! = Γ(α+1)
Γ(k+1)Γ(α−k+1) (α ∈ R, k ∈ N), jeżeli k = 1, 2, . . .

3. Model robota z zastosowaniem operatorów róznicowych ułamkowego rzędu

Rozważmy przykład prostego robota manipulacyjnego, którego łańcuch kinema-
tyczny składa się z dwóch członów obrotowych [13]. Zlinearyzowany model matema-
tyczny takiego robota w czasie ciągłym można wyrazić za pomocą macierzowego rów-
nania stanu: 

ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)
ẋ4(t)

 =

 0 I

A 0



x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

 +

 0

B

 [ u1(t)
u2(t)

]
(4)

gdzie:

- stan układu jest okreslony przez

x1(t) = q1(t), x2(t) = q2(t), x3(t) = q̇1(t), x4(t) = q̇2(t),

- I- jest macierzą jednostkową o wymiarze 2× 2,

- A, B-są macierzami współczynników o wymiarze 2× 2,

- ui(t)-jest sygnałem sterowania, i = 1, 2.

W obliczeniach numerycznych jednym ze sposobów na przybliżenie pochodnej
funkcji jest zastosowanie różnic skończonych. Stosując takie przybliżenie za pomocą
operatora różnicowego w przód [1, 2] równanie (4) można przedstawić:
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- z zastosowaniem operatora Caputo

x1(n+ 1)

x2(n+ 1)

x3(n+ 1)

x4(n+ 1)


=



α 0 1 0

0 α 0 1

a11 a12 α 0

a21 a22 0 α





x1(n)

x2(n)

x3(n)

x4(n)


+

 0

B

 [ u1(t)
u2(t)

]
+

+



−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x1(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x2(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x3(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x4(k)


+ (−1)n+1

α− 1
n+ 1





x1(0)

x2(0)

x3(0)

x4(0)


,

(5)

- z zastosowaniem operatora Riemanna-Liouvillea

x1(n+ 1)

x2(n+ 1)

x3(n+ 1)

x4(n+ 1)


=



α 0 1 0

0 α 0 1

a11 a12 α 0

a21 a22 0 α





x1(n)

x2(n)

x3(n)

x4(n)


+

 0

B

 [ u1(t)
u2(t)

]
+

+



−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x1(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x2(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x3(k)

−∑n−1
k=0(−1)n+1−k

(
α

n+1−k

)
x4(k)


,

(6)
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- z zastosowaniem operatora Grünwalda–Letnikova

x1(n+ 1)

x2(n+ 1)

x3(n+ 1)

x4(n+ 1)


=



α 0 1 0

0 α 0 1

a11 a12 α 0

a21 a22 0 α





x1(n)

x2(n)

x3(n)

x4(n)


+

 0

B

 [ u1(t)
u2(t)

]
+

+



−∑n
k=2(−1)k

(
α
k

)
x1(n− k + 1)

−∑n
k=2(−1)k

(
α
k

)
x2(n− k + 1)

−∑n
k=2(−1)k

(
α
k

)
x3(n− k + 1)

−∑n
k=2(−1)k

(
α
k

)
x4(n− k + 1)


.

(7)

4. Wyniki symulacji

Symulacje równań (5)-(7) zostały przeprowadzone w środowisku Matlab. Dane
numeryczne wykorzystane w symulacji miały wartości:

- macierze A i B:

A =
[
−0.5 −0.06
0.25 −0.6

]
, B =

[
0.8 −0.004

−0.004 0.13

]
,

- sygnały sterujące:

u1(n) = −500 · sin(n), u2(n) = 100 · cos(n),

- warunki początkowe:

x1(0) = −0.36, x2(0) = −0.36, x3(0) = 0, x4(0) = 0.

Przeprowadzono dwukrotnie symulacje z różnymi wartościami parametru α =
0.1 oraz α = 0.5. Liczba kroków n = 15. Na rysunku 1 przedstawiono wyniki dla
α = 0.5, a na rysunku 2 dla α = 0.1. Charakter zachowania się poszczególnych
zmiennych stanu jest podobny wynikający z zastosowanego sygnału sterującego. Róż-
nice polegają głównie na wartościach maksymalnych, które osiągają przebiegi będące
wynikiem symulacji dla równań z wykorzystaniem operatorów Caputo i Riemanna-
Louvilla. Z otrzymanych wyników można wywnioskować, że model oparty na opera-
torze Grünwalda-Letnikowa jest najbardziej odporny na zmiany parametru α.

5. Uwagi końcowe

Głównym celem artykułu było przebadanie zachowania się dyskretnego modelu
prostego robota manipulacyjnego z zastosowaniem równań ułamkowego rzędu z różny-
mi typami operatorów różnicowych. Zaproponowane modele nie są wynikiem analizy
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Rys. 1. Wyniki symulacji dla α = 0.5.

zjawisk fizycznych, które są podstawą do wyprowadzania modeli matematycznych, ale
ze względu na popularność rachunku ułamkowego rzędu sprawdzenie przydatności ta-
kich modeli w robotyce jest oczywiste. Należy zaznaczyć, że rachunek ułamkowego
rzędu jest stosowany w chemii, ekonomii, a nawet w finansach i naukach społecznych.

Przedstawione wyniki symulacji odpowiadają programowaniu robota w trybie
ręcznym, gdy operator odpowiednimi przyciskami wykonuje ruch odpowiednim czło-
nem robota. Dla takiego sposobu wykonywania ruchu można wnioskować, że modele
oparte na rachunku ułamkowego rzędu byłyby lepsze, ponieważ w mniejszej liczbie
kroków można osiągnąć założoną pozycję ramienia (wartości zmiennych stanu szybko
narastają w porównaniu do zmiennych stanu standardowego modelu dyskretnego, ry-
sunki 1 i 2).

Kolejnym krokiem powinno być przebadanie zaproponowanych modeli w za-
mkniętym układzie sterowania z odpowiednim regulatorem. Wówczas otrzymane wy-
niki mogą potwierdzić przydatność rachunku ułamkowego rzędu w robotyce.
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Rys. 2. Wyniki symulacji dla α = 0.1.
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