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DYNAMICZNY ALGORYTM WSTAWIEN ORAZ DYNAMICZNY ALGO-
RYTM POPRAW DLA EUKLIDESOWEGO PROBLEMU KOMIWOJAZERA

Streszczenie. W pracy proponuje si¢ dwa algorytmy dedykowane euklidesowemu
problemowi komiwojazera. Pierwszy z nich to algorytm konstrukcyjny bazujacy
na metodzie wstawien z elementami optymalizacji opartej na programowaniu dy-
namicznym. Drugi natomiast jest algorytmem popraw opartym na programowaniu
dynamicznym. Proponowane algorytmy poréwnane s3 z ich klasycznymi odpo-
wiednikami znanymi z literatury. Praca zawiera wyniki badan eksperymentalnych
przeprowadzonych na literaturowych przyktadach testowych.

DYNAMIC INSERTION ALGORITHM AND DYNAMIC IMPROVED ALGORI-
THM FOR EUCLIDEAN TRAVELING SALESMAN PROBLEM

Summary. The work deals with new two algorithms dedicated to the Euclidean
traveling salesman problem. The first of them is a construction algorithm based
on the insertion method with elements optimization based on dynamic program-
ming. The second is the improvement algorithm based on dynamic programming.
The proposed algorithms are compared with their classical equivalent known from
the literature. The efficiency of the algorithms is tested on well-known literature
benchmarks.

1. Wstep

Jednym z najwczes$niej, a zarazem najczgsciej studiowanym problemem kombi-
natorycznym jest problem komiwojazera (TSP, ang. Traveling Salesman Problem) [1, 5].
Fakt ten wynika z trudnoSci w wyznaczeniu rozwigzania optymalnego przy jednocze-
snym bardzo prostym sformutowaniu tego zagadnienia. Problem TSP nalezy do klasy
probleméw NP-zupeinych [19].

W literaturze czgsto mozna spotkaé specjalne przypadki TSP, w ktérym natozo-
ne s3a pewne naturalne ograniczenia. Czgsto omawianym problemem jest Euklidesowy
TSP, w skrocie ETSP. Wariant w ktérym miasta potozone sa w przestrzeni £ wymiaro-
wej a odlegtosci migdzy nimi wyznaczane sa zgodnie z metryka euklidesowa. Problem
ETSP jest takze zagadnieniem nalezacym do klasy probleméw NP-zupelnych nawet dla
przestrzeni dwuwymiarowej. Dla ETSP istnieje algorytm typu PTAS [2].

W praktyce do rozwigzywania duzych instancji probleméw nalezacych do klasy
NP-trudnych stosuje si¢ algorytmy przyblizone, od dedykowanych hueurystyk po meta-
heurystyki ogdlnego zastosowania.
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Wszystkie algorytmy przyblizone mozemy podzieli¢c na dwa typy: algorytmy
konstrukcyjne oraz algorytmy popraw. Pierwsze z nich buduja rozwigzanie problemu
tylko na podstawie danych instancji. Z kolei algorytmy popraw dziataja na dostarczo-
nych rozwiazaniach poczatkowych, modyfikujac je w celu uzyskania jeszcze lepszych
rozwiazan.

Dla TSP najczg¢sciej opisywane algorytmy konstrukcyjne to metoda najblizszego
sasiada [21], metody wstawien [21], algorytm Christofidesa [4], metody krzywych wy-
pelniajacych [18, 22], samoorganizujacych si¢ sieci neuronowych [15, 16], czy metoda
podziatu 1 cig€ [17].

Z heurystyk optymalizacyjnych najpopularniejsze to algorytmy oparte na ruchach
2-Opt, 3-Opt [6, 12] oraz sasiedztwie LK-Opt [13, 9]. Te ostatnie wykazuja si¢ najwigk-
sza efektywnoScia. Na ich bazie tworzone sg bardziej rozbudowane metaheurystki takie
jak algorytmy genetyczne [3, 8] symulowane wyzarzanie [14, 11], czy poszukiwania z
zabronieniami [10, 7],

W pracy prezentuje si¢ jeden algorytm konstrukcyjny DFI oraz jeden algorytm
popraw D-Opt.

2. Problem komiwojazera - model matematyczny

Dany jest zbior C' = {1,2,...,n} reprezentujacy n miast oraz kwadratowa ma-
cierz d o rozmiarze n x n. Warto$¢ d;; € N™ definiuje odlegtos¢ z miasta i do miasta j.
Niech 7 oznacza permutacje¢ miast C'. Zbiér wszystkich permutacji oznacza¢ bedziemy
przez II. Permutacja 7 utozsamiana jest z cykliczng trasa kolejno odwiedzanych miast.
Dla kazdej trasy m mozemy wyznaczy¢ jej dtugosé, oznaczanej przez D();

n—1
D(m) = 3 du(i)n(i+1) + nn)n(0)- (1)
i=1

Problem polega na wyznaczeniu permutacji 7* minimalizujacej dlugos$¢ cyklu,

™ € argmin D(r). (2)

3. Dynamiczny algorytm wstawien: DFI

Algorytm DFI (ang. Dynamic Farest Insert) bazuje na algorytmie FI (ang. Fa-
rest Insert) obecnie najbardziej efektywnym algorytmie konstrukcyjnym dedykowanym
problemowi TSP, [21, 23].

Algorytm FI jest algorytmem, ktéry sekwencyjnie rozbudowuje cykl o kolejne
miasta. Cykl poczatkowy moze sktadac si¢ z np. pary najbardziej oddalonych od siebie
miast lub losowym cyklem sktadajacym si¢ z jednego lub wigkszej liczby miast. Na-
stepnie algorytm wybiera miasto najbardziej oddalone wzglgdem najblizszego miasta z
cyklu. Po wybraniu miasta, nastgpnie szukane jest dla niego najlepsze miejsce w cyklu
czyli takie, ktére spowoduje najmniejszy przyrost dlugosci trasy. Algorytm FI konczy
swoje dziatanie po wlaczeniu wszystkim miast w cykl.

Algorytm DFI dziata podobnie jak algorytm FI, jednak po dotaczeniu kolejnego
miasta nastgpuje optymalizacja czesci cyklu. Optymalizacji podana jest Sciezka, o usta-
lonej dtugosci p, bedaca fragmentem cyklu w ktérej dotaczone miasto znajduje si¢ na
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Srodkowej pozycji. Dlugos$¢ Sciezki p ustalana jest na wartoSci 11 miast. Nowa wyzna-
czona Sciezka zwana DynaPath nie zmienia pierwszego i ostatniego miasta, przechodzi
przez te same miasta co optymalizowany fragment cyklu i jest najkrétsza mozliwa z
takich Sciezek.

Sciezka DynaPath wyznaczona jest przy pomocy metody programowania dy-
namicznego opisanej ponizej. Metoda wyznacza kolejno wartosci dynamicznej tablicy
X (S, k) o rozmiarze 2! x (p — 1) zawierajacej dlugos¢ optymalnej Sciezki z miasta
1 do miasta k, przechodzacej przez wszystkie miasta z podzbioru S U {1}. Przez mia-
sto 7 nalezy rozumie¢ miasto znajdujace si¢ na i-tej pozycji w optymalizowanej Sciezce.
Wartosci X (S, k) wyznacza si¢ dla przypadkéw, w ktérych {k} € S wedtug zaleznosci:

dik dla S = {k}

X(S,k) = { miniesX (S \ {i}) + d;, W przeciwnym przypadku )

Na podstawie wyznaczonych wartoSci X optymalnych $ciezek odtworzona jest kolej-
nos¢ miast w optymalnej Sciezce DynaPath.

Ztozono$é obliczeniowa opisanej metody DynaPath wynosi O(2Pp?) a ztozono$¢
pamigciowa O(2Pp), gdzie p jest dlugoscia optymalizowanej Sciezki. Metode mozna sto-
sowaé dla dlugos¢ optymalizowanych fragmentéw o rozmiarze p = 20. Prezentowana
metoda DynaPath jest szczegélnym przypadkiem ruchu k-opt, £ = p — 1, w ktérym
wszystkie usuwane krawedzie, w optymalizowanym rozwiazaniu, wystgpuja po sobie.
DynaPath jest co prawda tylko szczegélnym ruchem k-opt ale mozna go wykonywac
dla stosunkowo duzego k. W literaturze petne sasiedztwo ruchéw k-opt jest wykorzy-
stywane dla k£ € {2,3} oraz tylko pewne ruchy k-opt, z zmiennym k w sasiedztwie
LK.

Z1ozonos¢ proponowanego algorytmu DFI wynosi: O(n?+n(2Pp?)) co przy usta-
lonym p réwnowazne jest O (n?).

4. Dynamiczny algorytm popraw: D-opt

Proponowany algorytm D-opt (ang. Dynamic Optimization) jest metoda lokal-
nych popraw. Wyznacza on w biezacym rozwiazaniu kolejne fragmenty cyklu bedace
optymalizowane metoda DynaPath (opisang powyzej).

W algorytmie nalezy podal przepis wyznaczania fragmentéw poddawanych
optymalizacji. Proponuje si¢ ustali¢ dlugos$¢ tych fragmentéw na p = 11 miast (czyli
10 krawedzi) oraz przesuwac optymalizowany fragment o s = (p — 1)/2 miast.

Algorytm wykonuje kolejne optymalizacje, az okno w ktérym znajduje si¢ opty-
malizowana Sciezka, przesunie si¢ po catej trasie w wybranym kierunku. Po kazdej opty-
malizacji nastgpuje przesunigcie okna o s miast w przypadku gdy optymalizacja byta
nieskuteczna, oraz cofnigcie okna o s miast w przypadku poprawy trasy. Cofnigcia te
maja na celu dalsza optymalizacj¢ nowo powstatych fragmentéw trasy.

Przy doborze parametréw p i s nalezy pamigtaé, iz wydtuzenie optymalizowa-
nego fragmentu o 1 miasto skutkuje ponad dwukrotnym zwigkszeniem czasu obliczen
natomiast s wptywa odwrotnie proporcjonalnie na ten czas.

Ztozonosé obliczeniowa proponowanego algorytmu wynosi O (k - 2Ppn /s) gdzie
k jest liczba wykonanych optymalizacji. Poniewaz jednak trudno jest oszacowac naj-
wigksza liczbe k, ztozonos¢ algorytmu D-opt jest problemem otwartym.
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5. Badania numeryczne

Wszystkie eksperymenty numeryczne zrealizowano na komputerze MacBook
Pro z procesorem Intel i5 2.5GHz pod systemem OSX 10.9.5. Zastosowane instancje
testowe sa literaturowymi benchmarkami pochodzacymi z biblioteki TSPLIB [20].

Dla wszystkich instancji typu euklidesowego dwu wymiarowego biblioteka
TSPLIB zawiera takze rozwiazania optymalne. Dla kazdego rozwiazania m mozemy
wigc wyznaczydé, liczony w stosunku do rozwigzania optymalnego 7, blad wzgledny
dtugosci trasy:

D(r) — D(z*)
B D(m*)

Poniewaz w algorytmach FI, DFI, FI+D-opt uruchamiano budow¢ rozwiazan z
losowego miasta, wyniki kolejnych uruchomien nie byly powtarzalne. Z powyzszego
powodu, dang instancj¢ problemu rozwigzywano dziesigciokrotnie kazdym badanym al-
gorytmem. Na podstawie otrzymanej serii rozwigzan wyznaczono odpowiednio: wartos¢
Srednig btedu wzglednego p,,, odchylenie standardowe btedu wzglednego pg4e, oraz cal-
kowity czas dziatania 10 uruchomien algorytmu ¢,,.

W pierwszym eksperymencie porownamy jakoS¢ proponowanego algorytmu DFI
wzgledem klasycznego odpowiednika FI. Aby algorytm DFI w przyblizeniu wykorzy-
stywal 50% czasu dziatania na klasyczne operacje 1 50% czasu na operacje zwigzane z
dynamiczng optymalizacja nalezy przyjac¢ parametr p = 11. W biezacym badaniu prze-
testowany zostanie ponadto wplyw zmiany tego parametru. Ostatecznie algorytm DFI
zostat uruchomiany w dwuch wersjach z p € {7, 11}. Algorytm DFI z ustalong warto$¢
parametru p oznaczany jest przez DF'I?.

Niestety nie istnieje, mozliwo$¢ bezposredniego poréwnania algorytmu DFI i FI
dziatajacego doktadnie w tym samym czasie. Jest tak dlatego, gdyz algorytm DFI wy-
konuje wszystkie etapy algorytmu FI oraz dodatkowe elementy dynamicznej optyma-
lizacji. Czas dziatania DFI jest wigc zawsze wigkszy niz w przypadku pojedynczego
algorytmu FI. Zdecydowano si¢ zatem stworzy¢ algorytm 2 X FI polegajacy na dwukrot-
nym uruchomieniu algorytmu FI zwracajacy lepsze z dwoch otrzymanych rozwiazan.

Ze wzgledu na duza liczbg instancji testowych, szczegétowe wartosci Sredniego
btedu p,y, jego odchylenia standardowego pge, Oraz czas dziatania algorytméw zapre-
zentowane sa dla co piatej instancji testowej. Wyniki oméwionego badania zawarte sag w
Tabeli 1.

Proponowany algorytm konstrukcyjny DFI, jest znacznie lepszy niz najlepszy al-
gorytm konstrukcyjny znany z literatury FI. Poréwnujac DFI? z FI, wynika iz, kosztem
10% zwigkszenia czasu, (59s dla FI i 64s dla DFI) sredni blad generowanych rozwia-
zan jest blisko o 1/3 mniejszy (12.65% dla FI i 9.10% dla DFI). Ponadto zwigkszajac
doktadnos¢ kroku optymalizacji algorytm DFI!! przy czasie obliczefi 101s czyli 70%
dtuzszym niz czas FI dostarcza rozwiazan z Srednim biedem na (7.18%) to jest blisko o
potowe mniejszym niz wzorcowy algorytm FI.

Algorytm 2xFI dziata 116s 1 dostarcza rozwiazania z Srednim btgdem 11.69%.
Proponowany w pracy algorytmy DFI’ i DFI!! dostarczaja rozwiazania z mniejszym
Srednim btgdem w krétszym czasie niz algorytm 2 xFI.

Znane sa w literaturze algorytmy dajace lepsze rozwiazania niz algorytm DFI,
jednakze sa to algorytmy popraw, ktére modyfikuja rozwigzania otrzymane na swoim

- 100%. (4)
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Tabela 1
Poréwnanie efektywnosci algorytmu FI 1 DFI

instancja FI 2xFI DFI’ DFI'!
Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum

eil51 728 2779 01| 5.66 1.46 0.1 364 107 01| 268 1.07 0.1
rat99 10.55 157 0.1] 8.67 2.26 01| 716 180 0.1| 5.01 1.68 0.2
kroE100 | 5.80 1.57 0.1| 5.80 1.57 0.1 448 075 0.1 | 2.85 1.01 0.2
prl24 7.87 270 0.1| 527 1.66 0.1 503 247 01| 2.79 0.52 0.2
ch150 9.69 2777 0.1| 8.48 2.66 0.1 598 092 01| 533 1.88 0.3
ratl95 | 12.69 1.86 0.1 1096 1.42 0.1 1031 166 0.1| 7.55 0.83 0.3
tsp225 9.84 200 0.1| 897 091 0.1 796 084 0.1| 6.68 1.16 0.3
lin318 8.67 147 0.1] 8.28 0.95 01| 821 195 0.1| 590 0.90 0.5
d493 9.81 150 02| 877 144 02| 7.05 087 02| 548 0.87 0.7
u724 1245 1.17 0.2 (1220 1.17 02] 957 102 02| 7.14 091 1.0
pcb1173 | 16.18 0.74 0.3 | 15.66 0.82 0.5|13.80 083 03]|11.36 0.92 1.6
11400 6.60 148 04| 540 0.38 0.6 427 097 04| 252 053 2.0
ul817 | 3725 094 0.5]36.36 0.89 091785 0.65 0.6|15.00 0.47 2.7
pr2392 | 14.13 0.84 0.9 | 13.66 0.49 1.6 11.71 074 1.0| 9.72 0.67 3.7
r15934 | 21.28 048 5.1]20.78 0.71 991884 048 561626 0.66 12.7
d18512 | 12.25 0.12 50.6 | 1221 0.12 100.6 | 9.83 0.18 54.8| 856 0.13 754

wszystko | 12.65 1.50 59.2 | 11.69 1.18 1155| 9.10 1.08 64.2| 7.18 0.89 101.7

wejsciu. Wejsciowe rozwigzanie jest najczesciej rozwiazaniem losowym lub wygenero-
wane algorytmem konstrukcyjnym, np. FI. Autorowi wydaje si¢, ze zastosowanie algo-
rytmu DFI jako algorytmu generujacego rozwiazanie startowe jest bardzo obiecujace i
moze podnie$§ ogdlna efektywnosc¢ takich duetow.

W drugim eksperymencie poréwnano metod¢ lokalnej optymalizacji D-opt z naj-
popularniejsza literaturowa metoda lokalnej optymalizacji 2-opt. Proponowane algoryt-
my D-opt!'! i D-opt!? dostarczaja w krétszym czasie lepsze rozwiazania niz algorytm
2-opt.

Jako calos¢ algorytm FI+D-opt wypada stabo na tle metaheurystyk takich jak
poszukiwanie z zabronieniami, symulowane wyzarzanie w szczegdlnosci tych bazuja-
cych na sasiedztwie zaproponowanym przez Lin i Kernighan’a. W szczegdlnoSci pakiet
Concorde’a autorstwa Cook’a rozwiazuje wszystkie testowane instancje w sposéb opty-
malny [1].

Pomimo iz, algorytm FI + D-opt jest stabszy nawet niz DFI, sama metod¢ opty-
malizacji D-opt mozna uznac¢ za przydana i stosowac ja np. dodatkowo po zakoniczonych
krokach optymalizacyjnych literaturowych algorytméw. Zabieg taki moze potencjalnie
zwigkszy€ ich efektywnoS$¢ rozumiang przez skrocenie czasu dzialania przy generowa-
niu tak samo dobrych rozwiazan, lub poprzez otrzymanie lepszych rozwiazan w podob-
nym czasie. Przykladowo dodajac procedure D-opt!! do duetu algorytméw FI + 2-opt,
kosztem niewielkiego zwigkszenia czasu okoto 5% uzyskuje si¢ zauwazalnie lepsze roz-
wigzania; ze Srednim biedem 8.60% zamiast 9.75%.
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Tabela 2
Poréwnanie efektywnosci algorytmu 2-opt 1 D-opt
instancja FI+2-opt FI+D-opt!! FI+D-opt!3 FI+2-opt + D-opt!!
Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum Pavg  Pdev tsum
eil51 549 1.25 0.1 392 066 01| 331 094 0.2 392 0.66 0.1
rat99 8.02 191 02| 678 1.73 02| 572 1.95 03] 6.44 2.00 0.1

kroE100 4.72 1.56 0.1 392 150 0.1| 375 1.37 03] 4.05 147 0.1
pri24 7.12 3.01 0.1 690 257 01| 642 2.62 03| 652 263 0.1
ch150 8.69 2.79 0.1 726 235 02| 657 2.28 04| 7.02 2.19 0.2
rat195 11.21 1.21 0.1 |10.03 144 02| 941 140 05| 948 1.25 0.2
tsp225 9.12 2.09 02| 752 157 02| 7.09 1.50 05| 7.54 1.83 0.2
lin318 7.69 1.09 02| 727 129 02| 697 1.25 0.7 7.05 1.01 0.2
d493 7.81 1.07 02| 745 134 03] 7.16 1.16 1.2 6.87 091 0.4
u724 9.74 0.79 03] 924 087 04| 890 0.96 1.5] 859 0.81 0.5

pcbl1173 | 14.14 0.92 0.7|14.01 073 0.7]13.59 0.60 24113.02 0.78 1.1
11400 490 1.06 1.0 482 133 08| 457 1.31 26| 412 1.04 1.4
ul817 17.59 0.63 1.7 1787 075 1.5]17.30 0.62 5.8|16.25 0.66 23
pr2392 12.20 0.57 2711202 092 1.7|11.55 0.96 52| 11.07 0.62 3.5
15934 1728 0.84 21.3|19.67 044 6.7|19.23 051 13.8|1659 0.81 229
d18512 1030 0.14 1945 | 959 0.10 56.2| 9.20 0.12 84.6| 9.02 0.14 200.1

wszystko 9.75 131 2237 | 9.27 122 69.7| 880 1.22 1203 | 8.60 1.18 2334

czas bez FI - - 164.5 - - 105 - - 61.1 - — 1745

6. Podsumowanie

Gléwnym wynikiem pracy jest opracowany algorytm konstrukcyjny DFI. Jest on
wydajniejszy niz FI, najlepszy znany algorytm konstrukcyjnym dedykowanych proble-
mowi TSP. Dostarcza on rozwiazan z Srednim bigdem blisko dwukrotnie mniejszym niz,
algorytm FI. Czas dzialania proponowanego algorytmu jest tylko nieznacznie wigkszy
niz dla FI. Algorytm DFI jest szybszy i dajacy lepsze rozwiazania niz dwukrotne uru-
chomienie FI (dostarczajacego lepsze z dwoch ré6znych wygenerowanych rozwigzan).

W stosunku do najlepszych znanych algorytméw popraw algorytm DFI daje sta-
be rozwiazania. Poniewaz jednak algorytmy popraw na wejSciu dostaja pewne rozwia-
zanie, ktére nastgpnie sukcesywnie jest poprawiane, algorytm DFI mozna zastosowac
do generacji startowego rozwigzania (lub rozwiazan) w algorytmach tego rodzaju.

Drugi prezentowany algorytm optymalizacyjny D-opt jest szybszy i generuje lep-
sze rozwigzania niz algorytm 2-opt. Zastosowanie optymalizacji D-opt po optymalizacji
2-opt przynosi réwniez znaczng poprawe rozwigzania.

Jednakze w stosunku do najlepszych istniejacych algorytmow popraw daje sta-
be rozwigzania. Jego wlasciwe zastosowanie to dodatkowa optymalizacja wykonywana
razem z optymalizacja 2-opt w algorytmach popraw wykorzystujacych t¢ metode.
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