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WYDAJNY ALGORYTM DLA 7-SPRAWIEDLIWEGO KOLOROWANIA GRA-
FOW

Streszczenie. W pracy rozwazamy problem r-sprawiedliwego wtasciwego kolo-
rowania grafow, w ktorym rozmiar klas kolor6w moze r6zni¢ si¢ maksymalnie o
wartoS¢ r. Taki model ma szerokie zastosowania praktyczne.

Prezentujemy wyniki dotyczace ztozonosci problemu dla wybranych klas grafow.
Podajemy przyktad klasy graféw, dla ktorej klasyczne kolorowanie jest trudne ob-
liczeniowo, kolorowanie sprawiedliwe (r = 1) jest rozwigzywalne w czasie wie-
lomianowym, podczas gdy kolorowanie r-sprawiedliwe z r > 2 jest problemem
NP-trudnym. Podajemy rowniez bardzo wydajny algorytm dla r-sprawiedliwego
kolorowania graféw, ktory zostat przetestowany na grafach pochodzacych z biblio-
teki benchmarkéw DIMACS. Czes¢ wynikow zostata zaprezentowana w niniejszej

pracy.
EFFICIENT ALGORITHM FOR r-EQUITABLE GRAPH COLORING

Summary. In the paper we consider the problem of r-equitable proper colouring
of graphs in which the size of colour classes may differ by at most . Such a graph
colouring model has many applications.

We present computational complexity results for some graph classes. We give also
an example of a graph class that proper colouring is hard, an equitable colouring
(r = 1) can be achieved in polynomial time, while an r-equitable colouring with
r > 2 1s again NP-hard. We formulate also very efficient algorithm for r-equitable
colouring that has been tested on DIMACS graphs. Part of them are presented
hereby.

1. Wprowadzenie i podstawowe definicje

W niektérych dyskretnych procesach przemystowych mamy do czynienia z pro-
blemem podziatlu zbioru zawierajacego konflikty na podzbiory bezkonfliktowe. Bardzo
czgsto chcemy, aby podzial ten byl zbalansowany - aby podzbiory, na ktére dokonali-
Smy podziatu byty takiej samej mocy lub, aby r6znica pomigdzy najbardziej a najmnie;j
licznym podzbiorem nie byta za duza. Takie sytuacje moga by¢ modelowane za pomoca,
odpowiednio, sprawiedliwego i r-sprawiedliwego kolorowania grafu konfliktu.

Definicja 1. Niech G bedzie grafem prostym. Mowimy, Ze G jest sprawiedliwie k-
kolorowalny, jezeli jego zbior wierzchotkow V mozna podzieli¢ na k zbiorow nieza-
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Rys. 1. Optymalne pokolorowanie gwiazdy K ¢: a) sprawiedliwie, b) 2-sprawiedliwie.

leznych (klas kolorow) Vi, ..., Vy takich, ze ||Vi| — |V;|| < 1 dla wszystkich i # j.
Najmniejszq liczbe k, dla ktorej istnieje sprawiedliwe k-pokolorowanie nazywamy spra-
wiedliwg liczbq chromatyczng i oznaczamy przez x—(G).

Definicja 2. Niech G bedzie grafem prostym i niech r > 0. Mowimy, ze G jest r-
sprawiedliwie k-kolorowalny, jezeli jego zbior wierzchotkow V mozna podzieli¢ na k
zbioréw niezaleznych (klas koloréw) Vi, . .., Vj takich, Ze ||Vi| — |V;|| < r dla wszyst-
kich i # j. Najmniejszq liczbe k, dla ktorej istnieje r-sprawiedliwe k-pokolorowanie
nazywamy r-sprawiedliwg liczbq chromatyczng i oznaczamy przez X,—(G).

Oczywiscie, prawdziwa jest rownosé: y—(G) = x1=(G).

Problem sprawiedliwego kolorowania graféw zostat wprowadzony w 1973 przez
Meyera [12], natomiast jego uogdlnienia do r-sprawiedliwego kolorowania graféw do-
konali w 2011 roku Hertz i Ries [8]. Meyer w swojej pracy jako przyktad zastosowania
wprowadzanego modelu podat problem oczyszczania miasta. Wierzchotki w jego grafie
reprezentowaly trasy wywozu Smieci, za$§ dwa wierzchotki byly potaczone krawedzia,
gdy odpowiadajace im trasy nie mogly by¢ obstuzone tego samego dnia. Problem przy-
dziatu jednego z szeSciu dni pracy do kazdej trasy sprowadza si¢ do pokolorowania grafu
szeScioma kolorami. W praktyce, ze wzglgedu na ograniczenia taboru chcemy, aby kazde-
go dnia obstuzy¢ mozliwie taka sama liczbg tras, a zatem nasz graf nalezy pokolorowac
sprawiedliwie szeScioma kolorami. W niektérych przypadkach mozemy dopuszczac tro-
che mniej zbalansowany podziat tras, np. gdy dopuszczalna rdznica obstugiwanych tras
pomigdzy dowolnymi dwoma dniami pracy wynosi 2, nasz graf nalezy pokolorowac
2-sprawiedliwie szeScioma kolorami. Oba modele kolorowania graféw maja szerokie
zastosowanie réwniez w szeregowaniu zadan (por. np. [5]).

2. 7Z¥ozonos$¢ obliczeniowa problemoéw. Sprawiedliwe vs r-sprawiedliwe kolorowa-
nie grafow

W ogélnosci, problem optymalnego sprawiedliwego kolorowania wierzchotkéw
graféw jest problemem trudnym obliczeniowo. Dla przyktadu mamy

Twierdzenie 1. ([3]) Problem odpowiedzi na pytanie: czy x—(G) < 3 jest NP-zupetny
rowniez wtedy, gdy G jest grafem krawedziowym grafu kubicznego.
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Oczywiscie, problem kolorowania r-sprawiedliwego, jako szerszy - z dowolna
wartos$cig r, rowniez w ogdélnosci jest trudny. Ponizej przedstawiamy znane dotychczas
klasy graféw, dla ktérych oba rozwazane problemy sa trudne:

e grafy krawgdziowe graféw kubicznych [3],

grafy dwudzielne [2],

kografy [2], a zatem rowniez grafy permutacyjne i doskonate,

grafy przedziatowe [2], a zatem rOwniez grafy cigciwowe,

korony graféw kubicznych [6].

Zauwazmy, ze istnieja klasy graféw, np. grafy dwudzielne, czy korony grafow
kubicznych, dla ktérych problem kolorowania klasycznego jest fatwy, a problem ko-
lorowania sprawiedliwego, czy r-sprawiedliwego jest trudny obliczeniowo. Nasuwa si¢
pytanie, czy znane sg grafy, dla ktérych problem kolorowania sprawiedliwego jest tatwy,
a problem kolorowania r-sprawiedliwego z r > 2 - trudny. Odpowiedz jest pozytywna.
Co wigcej jest to klasa grafow, dla ktorych problem kolorowania klasycznego jest trud-
ny! Niech G bedzie dowolnym grafem, dla ktérego problem kolorowania klasycznego
jest NP-trudny, np. grafem bez pazura (/K 3) [11]. Rozwazmy graf G' = G + Ny, czyli
taki, dla ktérego V(G’) = V(G)U{v} oraz E(G") = E(G)U{uv : u € V(G)}. Ponizej
rozwazamy trzy modele kolorowania dla grafu G’.

Kolorowanie klasyczne Jest oczywiste, ze problem optymalnego pokolorowania grafu
G’ = G + Nj jest problemem trudnym obliczeniowo.

Kolorowanie sprawiedliwe Problem optymalnego sprawiedliwego pokolorowania gra-
fu G’ = G + N; jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym. Zauwazmy, ze
kolor przydzielony wierzchotkowi v nie moze by¢ uzyty ponownie w grafie G'.
Poniewaz pokolorowanie ma by¢ sprawiedliwe, kazdego innego koloru mozemy
uzy¢ maksymalnie dwukrotnie. Oznacza to, ze zbidr wierzchotkéw grafu GG nale-
zy podzieli¢ na mozliwie najmniejsza liczbe klas koloréw rozmiaru maksymalnie
2, co sprowadza si¢ do znalezienia maksymalnego skojarzenia w dopetnieniu grafu

G, co z kolei moze by¢ wykonane w czasie O(\/|V (G)||E(G)]) [13].

Kolorowanie r-sprawiedliwe Problem optymalnego r-sprawiedliwego pokolorowania
grafu G’ = G + N; dla r > 2 jest NP-trudny. Zauwazmy, ze kolor przydzielony
wierzchotkowi v nie moze by¢ uzyty ponownie w grafie G'. Poniewaz pokoloro-
wanie ma by¢ r-sprawiedliwe, kazdego innego koloru mozemy uzy¢ maksymalnie
r + 1 razy. Oznacza to, ze graf G musi by¢ pokolorowany w taki sposéb, aby roz-
miar zadnej z klas koloréw nie przekraczat r» + 1, czyli w spos6b m-ograniczony
zm = r + 1. Wiemy, ze problem m-ograniczonego, m > 3, kolorowania grafow
dowolnych jest problemem trudnym [7].

Podsumowujac temat ztozono$ci, nieznajomos¢ wielomianowego rozwiazania
problemu sprawiedliwego, czy r-sprawiedliwego kolorowania graféw w przypadku
og6lnym oznacza, ze w praktyce zmuszeni jesteSmy poszukiwac algorytmow przybli-
zonych, czy heurystyk.
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3. Algorytmy

Furmanczyk, Jastrzebski i Kubale [4] podali dwa algorytmy sprawiedliwego ko-
lorowania graféw bazujace na heurystykach zwracajacych pokolorowanie wtasciwe, nie-
koniecznie sprawiedliwe. Na potrzeby poréwnania z naszym algorytmem, ktéry omo-
wimy w dalszej czgsci podrozdziatu, bgdziemy bazowac na heurystykach LF oraz SLF
[10]. Algorytmy z [4] dokonywaly transformacji pokolorowania wiasciwego do poko-
lorowania sprawiedliwego. Do§wiadczenia komputerowe opisane w pracy [4] wykazaly
wyzszo$¢ jednego z nich, nazwanego algorytmem FJK.

algorytm FIK(G):
begin
przelicz moce poszczegdlnych klas koloréw;
while kolorowanie nie jest sprawiedliwe do begin
znajdz wierzcholki pomalowane najbardzie;j
liczna klasa koloréw;
if jezeli mozna zamieni¢ wierzchotek najbardziej liczne]
klasy koloru z najmniej liczng klasa koloru
then zr6b to else wprowadz nowy kolor
dla wierzcholka z najbardziej licznej klasy koloru;
end;
end;

Prosta transformacja warunku w petli while pozwala zaadaptowa¢ powyzszy al-
gorytm tak, aby zwracatl pokolorowanie r-sprawiedliwe, ktére by¢ moze wykona mnie;j
iteracji petli while i pozadane pokolorowanie zwrdci szybciej. Okazuje sig, ze dokonanie
glebszej transformacji algorytmu FJK daje nadspodziewanie dobre rezultaty. K-FJK jest
to algorytm bazujacy na FJK zmodyfikowany w taki sposéb, aby mégt mniejsza liczba
koloréw pokolorowaé dany graf r-sprawiedliwie. Algorytm wyglada nastgpujaco:

algorytm K-FIK(G):
begin
przelicz moce poszczegdlnych klas kolorow
oraz posortuj je nierosnaco;
while kolorowanie nie jest r-sprawiedliwe do begin
znajdz wierzchotki pomalowane najbardzie;j
liczng klasa koloréw;
if jezeli mozna zamieni¢ wierzchotek najbardziej liczne;j
klasy koloru z najmniej liczng klasa koloru
then zrob to
else if mozna zamieni¢ wierzcholek najbardziej liczne;j
klasy koloru na kazdy inny z mniejsza liczba
wystapien poczawszy od najmniej licznych
then zréb to
else wprowadZ nowy kolor dla wierzchotka
z najbardziej licznej klasy koloru;
end;
end;
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Oryginalny algorytm FJK jest w stanie zamieniac tylko wierzchotki pokolorowa-
ne najbardziej licznym kolorem na kolory pochodzace z wierzchotkéw posiadajacych
najmniej liczne kolory. W przypadku, gdy taka zamiana nie jest mozliwa, wprowadza on
nowy kolor. Tutaj z pomoca przychodzi ulepszona wersja algorytmu - algorytm K-FJK,
ktoéra w przypadku niemoznosci takiej zamiany nie wprowadza tak szybko nowego ko-
loru. Zamiast tego algorytm prébuje zamieni¢ kolor wierzchotka z najbardziej licznym
kolorem na kolory pochodzace ze wszystkich mniej licznych klas kolorow poczawszy
od najmniej licznych koloréw (por. rys. 2). Takie rozwigzanie wprowadza nowy kolor
tylko w przypadku niemoznoS$ci zamiany na zaden inny mniej liczny kolor. Dzigki ta-
kiemu podejsciu zachodzi znacznie mniej operacji dodania nowego koloru, poniewaz
algorytm dos¢ szybko balansuje wszystkie kolory.

Rys. 2. Przykiad grafu a) pokolorowanego klasycznie. b) i ¢) Usprawiedliwienie poko-
lorowania algorytmem K-FJK.

Zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu K-FJK wynosi O(n3logn). Wynika ona z
oszacowania liczby przekolorowan O(nlogn) [4] oraz z faktu, ze pojedyncze przekolo-
rowanie zajmuje O(n?) czasu.

4. Doswiadczenia komputerowe

Algorytm K-FJK zostat przetestowany oraz poréwnany z algorytmem FJK na
benchmarkach z bazy DIMACS [9] (35 instancji grafow). Oba algorytmy korzystaty z
tych samych pokolorowan klasycznych - uzyskanych heurystykami LF oraz SLF.

Wszystkie pomiary zostaly wykonane na komputerze: Intel 15-6600k 4.2GHz
16GB RAM, dysk SSD. Ze wzgledu na duza moc obliczeniowa komputera, na ktérym
zostaly przeprowadzone do§wiadczenia, uzyskiwane czasy kolorowan sa bardzo mate.
Czas wykonania kazdego algorytmu jest wyrazony w milisekundach (kolumny oznaczo-
ne jako 'ms’ w ponizszych tabelach). Mierzony jest jedynie czas samych algorytméw
usprawiedliwiajacych, pomiar czasu nie uwzglednia wstgpnego pokolorowania LF oraz
SLF. Ze wzglgdu na ograniczenie miejsca, prezentujemy tylko czgs¢ wynikow.

W tabeli 1 prezentujemy liczbe koloréw uzytych do pokolorowania wybranych
graféw. Kolumna LF oznacza liczbe koloréw uzytych przez algorytm LF (pokoloro-
wanie klasyczne), kolumny LFy;x oraz LFk_ ;i 0znaczaja liczbg koloréw uzytych
do pokolorowania 1-sprawiedliwego odpowiednio przez algorytmy FJK oraz K-FJK.
Analogicznie prezentujemy wyniki dla algorytméw FJK oraz K-FJK bazujace na poko-
lorowaniu klasycznym uzyskanym za pomoca heurystyki SLF (tabele 2-4).

Wiedzac, ze do obu algorytméw usprawiedliwiajacych (FJK oraz K-FJK) wcho-
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Tabela 1
Wyniki dla 1-sprawiedliwego pokolorowania bazujacego na algorytmie LF.

Nazwa grafu  liczba wierzchotkéow LF LFp;x ms LFx_pjx  ms  Zysk
C2000.5 2000 219 513 2081 292 3038 43%
dsjc250.5 250 41 55 7 49 14 11%
dsjc500.1 500 18 22 122 19 20 14%
dsjc500.5 500 71 129 48 94 90 27%
dsjc500.9 500 169 287 88 173 82  40%
dsjc1000.1 1000 29 42 84 30 104 29%
dsjc1000.9 1000 313 578 590 342 621 41%
dsjr500.5 500 134 143 19 137 16 4%
flat300_28_0 300 45 82 14 51 17 38%
flat1000_50_0 1000 123 219 233 156 489  29%
latin_square 900 213 365 344 302 892 17%
miles1000 128 43 43 0 43 0 0%
miles1500 128 73 74 1 73 0 1%
myciel4 23 5 7 0 5 0 29%
queen8_8 64 13 14 1 13 1 7%
r1000.5 1000 259 281 134 260 121 7%
zeroin.i.1 211 49 55 3 50 6 9%
zeroin.i.2 211 30 47 15 37 33 21%
zeroin.i.3 206 30 47 5 37 23 21%

Tabela 2
Wyniki dla 1-sprawiedliwego pokolorowania bazujacego na algorytmie SLF.

Nazwa grafu liczba wierzchotkow SLF SLFpjx ms SLFx_pjx  ms  Zysk
C2000.5 2000 224 435 1360 289 1637 34%
dsjc250.5 250 41 63 6 43 3 32%
dsjc500.1 500 18 21 11 18 6 14%
dsjc500.5 500 74 134 43 89 45 34%
dsjc500.9 500 175 291 71 179 15 38%
dsjc1000.1 1000 30 42 67 31 41 26%
dsjc1000.9 1000 317 580 445 344 184 41%
dsjr500.5 500 129 138 6 132 10 4%
flat300_28_0 300 47 73 9 51 6 30%
flat1000_50_0 1000 124 265 253 146 175 45%
latin_square 900 219 474 384 304 543 36%
miles1000 128 43 44 0 43 0 2%
miles1500 128 73 73 0 73 0 0%
mycield 23 5 5 0 5 0 0%
queen8_8 64 15 17 0 15 0 12%
r1000.5 1000 250 279 49 259 9% 7%
zeroin.i.1 211 49 56 3 50 3 11%
zeroin.i.2 211 30 48 19 37 13 23%
zeroin.i.3 206 30 57 11 37 9 35%

dzi identycznie pokolorowany graf, za pomoca heurystyki LF lub SLF, jesteSmy w sta-
nie skupic si¢ na poréwnaniu samych algorytméw oraz ich czaséw. W ostatniej kolumnie
powyzszych tabel, nazwanej *Zysk’, wyliczona zostata wartosS¢ okresSlajaca o ile procent
algorytm K-FJK okazat si¢ lepszy od algorytmu FJK, wedtug wzoru:

FIK(G) — K-FJK(G)
FIK(G) ’

gdzie FJK(G) oraz K-FJK(G) oznacza liczbg koloréw uzyta do pokolorowania grafu
G przez algorytm, odpowiednio, FJK, czy K-FJK. Jak nietrudno zauwazyé w wielu
przypadkach przewaga algorytmu K-FJK jest bardzo duza. W przypadku kilku graféow
algorytm K-FJK zwrdcit pokolorowanie sprawiedliwe, do ktérego uzyt o ponad 40% ko-
lor6w mniej w stosunku do algorytmu FJK (grafy: C200.5, dsjc1000.9, flat1000_50_0
w tabelach 1 oraz 2). Obok przewagi w liczbie uzytych kolor6w mamy réwniez przewa-
ge¢ wynikajaca z czasu potrzebnego na obliczenia. W bardzo wielu przypadkach lepsze
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Tabela 3
Wyniki dla 2-sprawiedliwego pokolorowania bazujacego na algorytmie SLFE.

H Nazwa grafu  liczba wierzchotkéw SLF SLFp;x ms SLFy pjx ms Zysk H

C2000.5 2000 224 391 1074 255 918 35%
dsjc250.5 250 41 53 3 43 3 19%
dsjc500.1 500 18 21 14 18 5 14%
dsjc500.5 500 74 94 18 76 17 19%
dsjc500.9 500 175 195 10 175 4  10%
dsjc1000.1 1000 30 39 51 30 30 23%
dsjc1000.9 1000 317 387 120 319 22 18%
dsjr500.5 500 129 129 1 129 1 0%
flat300_28_0 300 47 56 4 48 2 14%
flat1000_50_0 1000 124 223 193 146 171 35%
latin_square 900 219 397 274 235 244 41%
miles1000 128 43 43 0 43 0 0%
miles1500 128 73 73 0 73 0 0%
myciel4 23 5 5 0 5 0 0%
queen8_8 64 15 15 0 15 0 0%
r1000.5 1000 250 254 14 251 18 1%
zeroin.i.1 211 49 54 2 50 3 7%
zeroin.i.2 211 30 46 11 34 9  26%
zeroin.i.3 206 30 55 20 34 10 38%

Tabela 4
Wyniki dla 4-sprawiedliwego pokolorowania bazujacego na algorytmie SLF.

H Nazwa grafu  liczba wierzchotkéw SLF SLFp;x ms SLFx pjx ms Zysk H

C2000.5 2000 224 289 441 225 141 22%
dsjc250.5 250 41 44 0 41 0 7%
dsjc500.1 500 18 20 15 18 7 10%
dsjc500.5 500 74 76 2 74 3 3%
dsjc500.9 500 175 175 0 175 0 0%
dsjc1000.1 1000 30 38 43 30 27 21%
dsjc1000.9 1000 317 317 0 317 0 0%
dsjr500.5 500 129 129 0 129 0 0%
flat300_28_0 300 47 50 1 48 1 4%
flat1000_50_0 1000 124 147 48 124 22 16%
latin_square 900 219 243 62 219 73 10%
miles1000 128 43 43 0 43 0 0%
miles1500 128 73 73 0 73 0 0%
myciel4 23 5 5 0 5 0 0%
queen8_8 64 15 15 0 15 0 0%
r1000.5 1000 250 250 1 250 1 0%
zeroin.i.1 211 49 51 2 49 2 4%
zeroin.i.2 211 30 41 2 32 4 22%
zeroin.i.3 206 30 48 6 32 7 33%

pokolorowanie uzyskujemy w znacznie krotszym czasie. Analizujac tabele 3 oraz 4, pre-
zentujace wyniki dla r-sprawiedliwego pokolorowania graféw, » > 2, przewaga naszego
algorytmu jest nadal duza (sigga 41% dla r = 2 oraz 33% dla r = 4). Oczywiscie, wraz
ze wzrostem 7 liczba uzytych koloréw maleje.

W literaturze opisanych jest niewiele algorytmow dla sprawiedliwego kolorowa-
nia graféw, czyli dla modelu r-sprawiedliwego z » = 1. Nasza praca jest pierwsza,
ktora podaje algorytmy dla » > 2. Ponadto, warto réwniez podkresli¢, ze nasze wyniki
dla » = 1 daja si¢ poréwnaé z wynikami uzyskanymi w pracy [1]. Autorzy tej pracy
podali dwa algorytmy typu branch-and-cut. Za pomoca metody programowania catko-
witoliczbowego wyznaczyli oni dolna i gérna granice na liczbg koloréw potrzebna do
sprawiedliwego pokolorowania grafu. Swoje algorytmy przetestowali miedzy innymi na
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grafach DIMACS, stad mozliwos¢ poréwnania ich wynikow z naszymi rezultatami. W
wielu przypadkach rozwazanych graféw ich dolne i gérne oszacowania byly takie sa-
me, czyli uzyskali oni pokolorowanie optymalne. Ale co najwazniejsze, nasze wyniki
bardzo czgsto pokrywaty si¢ z ich rezultatami, w niewielu réznily si¢ np. o jeden kolor.
Pozwala to nam wyciagnac¢ wniosek, ze nasze rezultaty sa bardzo bliskie optymalnym
wartoSciom sprawiedliwej liczby chromatycznej i co rowniez wazne, czas uzyskania
wynikOw w naszym przypadku jest znacznie krotszy niz czas algorytmow z pracy [1].
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