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BLOKI DLA DWUMASZYNOWEGO SUMOKOSZTOWEGO PROBLEMU
PRZEPLYWOWEGO

Streszczenie. W pracy jest rozpatrywany dwumaszynowy problem przeptywowy
z minimalizacja sumy kosztéw spdznien, bedacy uogdlnieniem popularnego NP-
trudnego problemu jednomaszynowego z tym kryterium. Proponujemy wprowa-
dzenie nowych eliminacyjnych wtasnosci blokowych pozwalajacych na przyspie-
szenie dzialania przyblizonych algorytméw lokalnych poszukiwan rozwiazujacych
ten problem oraz poprawe jakoSci wyznaczanych przez nie rozwigzan.

BLOCKS FOR TOTAL WEIGHTED TARDINESS FLOW SHOP PROBLEM
WITH TWO MACHINES

Summary. In the work we consider a two-machine flow shop problem with mi-
nimization of the sum of tardiness costs, being a generalization of the popular
NP-hard single-machine scheduling problem with this criterion. We propose the
new elimination block criteria allowing for acceleration of the approximate local
search algorithms solving this problem and improvement of the quality of solutions

determined by them.
1. Wprowadzenie

W pracy rozwazamy problem szeregowania zadan na dwdéch maszynach pracu-
jacych w systemie przeptywowym i przy zalozeniu, ze kolejnos¢ wykonywania zadan
przez maszyny jest identyczna (tzw. problem permutacyjny). Kryterium jest wazona su-
ma spéznien zadan w stosunku do zaktadanych maksymalnych momentéw zakonczenia
(due dates). Schaller [11] rozwaza dwumaszynowy problem przeplywowy z kryterium
sumy spoznien (fotal tardiness, F'2|| > T; wg. notacji Grahama [3] — tj. bez wag) podajac
5 wiasnosci eliminacyjnych typu: jesli zachodza pewne zaleznosci pomigdzy parametra-
mi zadan 7 i k, to w rozwigzaniu optymalnym zadanie ¢ jest przed zadaniem k. Podaje
tez, za praca Koulamus [6] ide¢ dowodu silnej NP-trudnosci tego problemu, a wigc takze
rozwazanego w niniejszej pracy problemu F2|| 3" w;T;. Z kolei Lee i Kim [7] rozwaza-
ja dwumaszynowy problem przeptywowy F2|| - 7T; z dodatkowymi ograniczeniami na
momenty dostgpnosci zadan na pierwszej maszynie.

Przegladajac wyniki literaturowe dotyczace metaheurystyk zaprojektowanych
do rozwiazywania rozpatrywanego problemu sumokosztowego wymieni¢ mozna pra-
ce Liao et al. [8]. Autorzy proponuja do rozwigzania problemu wyjorzystanie algorytmu
przeszukiwania za zabronieniami (fabu search). Ruiz 1 Stiitzle [10] proponuja wykorzy-
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stanie algorytmu zachtannego. Z kolei Khalili i Tavakkoli-Moghaddam [5] rozpatruja
dla rozwazanego problemu sumokosztowego model optymalizacji wielokryterialnej z
dwoma funkcjami celu: maksymalnym czasem zakonczenia wykonywania zadan (ma-
kespan) oraz wazona suma kosztow spoznien (total weighted tardiness) proponujac wy-
korzystanie algorytmu elektromagnetycznego.

W dalszej czgsci pracy przedstawiamy dokladny opis rozpatrywanego problemu
F2|| > w;T; oraz jego model matematyczny. Dowodzimy specyficznych wtasnosci (tzw.
wlasnosci eliminacyjnych blokéw [1]), ktore znacznie poprawiaja efektywnosc algoryt-
mow rozwigzywania wielomaszynowych probleméw sumokosztowych. W przypadku
ich zastosowania w konstrukcjach algorytméw opartych na metodzie lokalnych poszu-
kiwan pozwalajacych na znaczne zmniejszenie, generowanego w kazdej iteracji, otocze-
nia. Problem przeptywowy dla 2 maszyn z kryterium C,.x (tj. minimalizacja momentu
zakonczenia wykonywania wszystkich zadan) jest problemem wielomianowym, nato-
miast z rozwazanym w niniejszej pracy kryterium sumokosztowym > w;7; nalezy juz
do klasy probleméw NP-trudnych.

2. Opis problemu oraz jego model matematyczny

Dwumaszynowy permutacyjny problem przeptywowy z minimalizacja sumy
kosztéw spdZnien mozna sformutowac nastgpujaco:

Problem: Dany jest zbiér zadan J = {1,2,...,n} oraz zbiér maszyn M = {1,2}.
Zadanie ¢ € J sktada si¢ z dwoch operacji operacji O;1, O;o. Operacja O;;, odpowiada
czynno$ci wykonywania zadania ¢ na maszynie k € M. Dla zadania ¢ € J, niech d;
bedzie Zgdanym terminem zakoriczenia, w; wspotczynnikiem funkcji kary, a p;; czasem
wykonywania operacji O;. Nalezy wykona¢ zadania na maszynach przy czym, musza
by¢ spelnione nastgpujace ograniczenia:

(a) kazde zadanie nalezy wykonaé na pierwszej, a nastgpnie na drugiej maszynie,
(b) wykonywanie zadania nie moze by¢ przerwane,

(c) zadanie moze by¢ wykonywane jednoczesnie tylko na jednej maszynie,

(d) maszyna nie moze wykonywac¢ jednoczesnie wigcej niz jedno zadanie,

(e) kolejnos¢ wykonywania zadan, na obu maszynach, musi by¢ taka sama.

Dla ustalonej kolejnoSci wykonywania zadan na maszynach, niech .S;; bedzie
momentem rozpoczecia wykonywania operacji O;; (i € J, j = 1,2). Z ograniczen (b)
i (c) wynika, ze C;; = S;; + p;; jest momentem zakonczenia operacji O;;. Momenty te
mozna wyznaczy¢ z nastepujacych zaleznosci rekurencyjnych:

Criiy,j = max{Cri—1)j, Cr(i)jm1} + Pr(i)> =12, ...n, j=12, (1)
z warunkami poczatkowymi:
Cr0),; =0, j=12o0raz Cryo=0, 1=12, ...,n (2)
Przez C; = (5 oznaczamy termin zakonczenia zadania ¢, tj. operacji O;5. Wéwczas

ﬂ = maX{O, Cz — dz} (3)
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jest spoZnieniem wykonania zadania ¢, f; = w; - T} karq za spdznienie (inaczej - kosztem
wykonania zadania). Jezeli T; = 0, to zadanie nazywamy ferminowym, a W przeciwnym
przypadku - spéZnionym.

Kazde rozwiazanie, tj. kolejnoS¢ wykonywania zadan (taka sama na obu maszy-
nach) moze by¢ reprezentowana przez permutacj¢ zadan ze zbioru 7. Niech II bedzie
zbiorem wszystkich takich permutacji. Dla dowolnej permutacji

7= (m(1),...,7(n))

kara za sp6Znienia wykonania zadan (w skrécie koszt rozwiqzania) jest okreslona jako

F(m) =Y way - Trgiy. (4)
=1

W rozpatrywanym w pracy problemie nalezy wyznaczy¢ kolejnos¢ wykonywania zadan
minimalizujaca kare za spéZnienia zadan, tj. permutacj¢ optymalng 7* € II, dla ktérej

F(r*) = min{F(n) : = € II}. (5)

Dwumaszynowy problem przeptywowy z kryterium C,,« nalezy do klasy P. Do
jego rozwiazywania jest stosowany algorytm Johnsona [4] o ztozonosci O(nlogn). W
dalszej czgsci pracy bedziemy stosowali ten algorytm do wyznaczania optymalnej, ze
wzgledu na kryterium Cly,«, kolejnosci pewnych zadarn. Tak wyznaczone podsekwencje
zadan beda posiadaty cecheg klasycznych blokéw — kazda zmiana kolejnoSci wewnatrz
nie poprawi wartosci funkcji kryterialne;.

3. Wlasnosci problemu

Do rozwiazywania rozpatrywanego, NP-trudnego problemu szeregowania beg-
dziemy stosowali algorytm bazujacy na metodzie lokalnych poszukiwan. Zasadniczym
elementem tej metody, majacym decydujacy wptyw na czas obliczen oraz warto$ci wy-
znaczanych rozwiazan, jest procedura generowania oraz przeszukiwania otoczenia.

W najlepszych algorytmach metaheurystycznych rozwigzywania problemu prze-
ptywowego z minimalizacja terminu zakoniczenia wykonywania zadan (tj. F'||Ciuax) sa
stosowane otoczenia generowane przez ruchy typu wstaw (ang. insert), w skrécie zwane
i-ruchami. Jezeli © € 11, to i-ruch if (1 < k,l < n) generuje z ™ nowa permutacje
i¥(m) = 7 przez przestawienie elementu 7(k) na pozycje [. Otoczenie generowane
przez te ruchy ma n(n — 1) elementéw. Ruchy te oraz generowane przez nie otoczenia
sa opisane w pracy Bozejko i in. [1].

W wielu algorytmach metaheurystycznych rozwiazywania problemu F'||Ciax S8
stosowane tzw. ,,wlasnoSci eliminacyjne blokéw”. Dzigki nim, w procedurze przeszuki-
wania otoczenia, mozna pomina¢ wiele gorszych rozwiazan. Jak wykazaly przeprowa-
dzone eksperymenty obliczeniowe, dzigki temu nie tylko skraca si¢ czas przeszukiwania
otoczenia, ale takze uzyskuje si¢ lepsze rozwiazania. W dalszej czgsci tego rozdziatu
udowodnimy podobne wilasnosci pozwalajace na eliminacjg¢, poprze przeglad posredni,
wiele rozwigzan. Ostabiajac lub pomijajac pewne ograniczenia w definicji klasycznych
blokéw, wprowadzamy nowe pojecie ,,stabszego” bloku, tzw. semi-bloku.

Ciag bezposrednio po sobie wystgpujacych elementéw w ciagu warto$ci permu-
tacji m bedziemy nazywali subpermutacjq. Jezeli

0= (), m(u+1),...,7(v), 1<u<v<n,
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jest subpermutacja permutacji 7, to koszt wykonywania zadan z n wynosi

Fr(n) = > (wy@y (Chy — dyay)), (6)

i=u
gdzie C,(;) jest terminem zakoriczenia wykonywania zadania 7)(i) w permutacji 7. Niech
=(1,2,...,a—1), =(a,a+1,....,0—=1,b), y=0b+1,...,n), (7)
gdzie 1 < a < b < n begda pewnymi subpermutacjami w 7, tj.
=(1,2,...,a—1l,a,a+1,....b—1,b,b+1,...,n). (8)

Woéwczas permutacja m = («, 3, ) jest ciagiem (konkatenacja) trzech subpermutacji, a
jej koszt wynosi
F(ﬂ-) :Fﬂ(a)"i_Fﬂ(ﬂ)"*’Fﬂ(V)' (9)

3.1. Bloki zadan terminowych

Niech permutacja 7 € II bedzie ciagiem trzech subpermutacji, tj. 7 = (a, 3, 7).
Do zbioru zadan z subpermutacji (# stosujemy algorytm Johnsona (patrz rozdzial 2 ). W
ten sposOb wyznaczamy nowa kolejnos¢ zadan

B =(d,d+1,...0—-10). (10)

Subpermutacje¢ (3’ bedziemy nazywaé Johnson optymalng, w skrécie J-opt. Jest to bo-
wiem optymalna kolejnos¢ ze wzgledu na minimalizacj¢ terminu zakoniczenia wykona-
nia wszystkich zadan z 3.

Niech permutacja

= (o, 3',7), (11)

gdzie [’ jest subpermutacja J-opt.
Twierdzenie 1. Jezeli permutacja 6 = («, 37, ) zostata wygenerowana z 7’ (11) przez
zmiang kolejnosci zadan w J-opt subpermutacji 3, to moment zakoniczenia dowolnego
zadania z v (w permutacji 0) nie jest mniejszy niz moment zakonczenia tego zadania w
permutacji 7'
Dowéod. Dowdd wynika bezposrednio z faktu, ze 3’ J-opt subpermutacja, a wigc dowol-
na zmiana kolejnosci jej elementu nie zmniejszy momentu zakonczenia wykonywania
ostatniego zadania Cj.
Definicja 1. Niech permutacja 7’ = («, ', y) oraz 3’ bgdzie subpermutacja J-opt. Jezeli
wszystkie zadania w (3’ sa terminowe, to 3’ nazywamy blokiem zadar terminowych (w
skrécie T-blokiem).
Twierdzenie 2. (Eliminacyjna wiasnos¢ T-bloku) Jezeli permutacja d zostala wygenero-
wana z 7’ € II przez zmiang kolejnosci zadai w pewnym T-bloku, to F'(0) > F(n').
Dowdd jest oparty na idei zamieszczonej w pracy [1].
Wnhiosek 1. Generujac z m nowe permutacje mozna pomingc¢ te z nich, ktére powstaty
prze zamiang kolejnosci zadan w dowolnym 7-bloku. Nie daja one bowiem poprawy
wartoSci funkcji celu (4).

Niech 7 = (o, 3,7), ® € Horaz 7’ = («a, §',7) gdzie 5’ jest supermutacija J-opt.
Zat6zmy, ze nie wszystkie zadania w (3’ sa terminowe. Wobec tego (3 nie jest T-blokiem.
Rozpatrujemy nastgpujace warunki:
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(A) (F(r') = F(m))/F(n') <¢;
B) F(F) <A
©) (Cy—Cy)/Cy < o,

gdzie €, A\, ¢ sa pewnymi parametrami (nieujemnymi liczbami rzeczywistymi).
Definicja 2. Jezeli J-opt subpermutacja 3’ nie jest T-blokiem, a jednoczes$nie spetnia
jeden z warunkéw (A) lub (B) lub (C), to nazywamy ja semi T-blokiem (w skrécie sT-
blokiem).

Niestety, sT-blok nie ma wlasnosci T-bloku zawartej we Wniosku 1. Zamiana
kolejnosci elementéw w s7-bloku moze prowadzi¢ do poprawy wartoSci funkcji celu.
Jednak wielko$¢ ewentualnej poprawy mozemy kontrolowaé poprzez odpowiednie do-
branie parametréw. Dzigki temu mozemy ewentualnie odrzuci¢ jedynie niewiele lepsze
rozwiazania.

Generujac otoczenia w algorytmach lokalnych popraw, do eliminowania pew-
nych rozwiazan, bedziemy zasadniczo stosowali T-bloki. Jezeli okaze sig, ze liczba za-
dan w T-blokach jest niewielka wowczas skorzystamy z sT-blokow. Eksperymentalnie
ustalimy, ktora z ograniczen (A), (B) lub (C) zastosowac.

3.2. Bloki zadan sp6znionych

Niech permutacjazadani m = (1,2,...,a—1,a,a+1,...,0—1,0,b+1,...,n) =
(o, 8,7), gdziea = (1,2,...,a—1), 8= (a,a+1,....,b—1,b),y=b+1,...,n).
Zakladamy, ze w subpermutacji 3 wszystkie zadania sa sp6Znione, a ponadto

Viep, d < Cyuq + Di2- (12)

Jezeli a=1, to przyjmujemy C,_; = 0.

Z warunku (12) wynika, ze dowolne zadanie z 3 wstawione na pierwsza pozycje,
w (3 tj. na pozycj¢ a, jest spéZnione. Zat6zmy, ze w subpermutacji 5 wszystkie zadania
sa spdZnione, tj. spelnione sg ograniczenia (12). Z [ generujemy dwie nowe subpermu-
tacje:

(a) J-opt subpermutacje (', tj. ustalamy kolejnos¢ elementéw stosujac algorytm John-
sona
(b) subpermutacj¢ (" ustawiajac zadania wedlug nierosnacych wartosci ilorazéw
w;/(pi1 + pi2)-
Uwaga 1. W problemie jednomaszynowym z kryterium Y w;7; subpermutacja 3"
(punkt (b)) jest optymalna ze wzgledu na sume kosztoéw spézZnien (Smith [12]).
Definicja 3. Subpermutacj¢ 37 nazywamy semi D-blokiem (w skrécie sD-blokiem), je-
zeli
(Cr — Cy)/Cr < ¢,
gdzie ¢ jest parametrem, a Cy» i Cy s3 terminami zakoniczenia wykonywania ostatniego
zadania odpowiednio w (3’ oraz 3”.
Definiujac otoczenie bedziemy pomijali rozwigzania generowane przez zmiang
kolejnosci zadan w dowolnym sD-bloku.
Twierdzenie 3. Dowolng permutacj¢ m € Il mozna przedstawi¢ w postaci ciggu m =
(B, B% ... B!, gdzie B’ (i = 1,2,...,t) jest blokiem lub semi blokiem.
W dalszej czgsci pracy bedziemy rozpatrywac bloki oraz semi bloki, ktore:

(1) maja co najmniej 4 elementy,
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(i1) sa maksymalne ze wzgledu na zawieranie, tj. nie mozna dodac na poczatek lub na
koniec elementu tak, aby spetniona byta definicja bloku lub semi-bloku.

4. Algorytm poszukiwania z zabronieniami

Algorytm poszukiwania z zabronieniami (w skrécie TS - tabu search) jest me-
toda lokalnych poszukiwan zaproponowang przez Glovera [2]. W celu dywersyfikacji
procesu poszukiwan wprowadzany jest mechanizm skokéw powrotnych (ang. backtrack
jump), ktéry polega na wznawianiu procesu poszukiwan od zapamigtanych obiecuja-
cych rozwigzan. Mechanizm ten jest realizowany poprzez wprowadzenie tzw. pamigci
dlugoterminowej (ang. long term memory) L. Ma ona postac listy o ustalonej dlugo-
$ci na ktérej pamigtane sa pary (y, 7). Jesli F'(y) < F(z*) to do listy LT dodawana
jest najlepszy element z otoczenia N () oraz lista zabronieri 7' z dodanymi atrybutami
rozwiazania y. Skok powrotny wykonywany jest w przypadku, gdy w procesie poszu-
kiwan wystapi cykl o ustalonej wczesniej dtugosci. W trakcie wykonywania kolejnych
iteracji algorytmu pamigtane jest najlepsze znalezione rozwiazanie x*. Algorytm konczy
dziatanie, gdy spetniony zostanie warunek stopu (np. ustalony czas obliczen lub liczba
iteracji). W zaimplementowanym algorytmie wykorzystano 7- oraz D-bloki z uwzgled-
nieniem Johnson optymalnosci.

5. Eksperymenty obliczeniowe

Na potrzeby przeprowadzenia eksperymentdéw obliczeniowych wygenerowanych
zostato dziewig¢ roznych zbioréw instancji testowych. Kazdy ze zbioréw zawiera 70
instancji testowych. Czasy wykonywania zadaf na poszczegdlnych maszynach zostaty
wylosowane z zakresu od 1 do 99. Wartosci zadanych czasow zakoficzenia zadah wy-
generowane zostaly na podstawie wspotczynnika spoznien I’ oraz zakresu terminowo-
sci R z rozktadem jednostajnym z zakresy od P(1 — T — R/2) do P(1 — T + r/2)
z rozktadem jednostajnym wg. mechanizmu opisanego w [9]. Parametr P to war-
to$¢ dolnego ograniczenia dla kryterium C,,,, zaproponowanego w [13]. Instancje
testowe zostaly wygenerowane dla wartosci parametréw 7' = {0.2,0.4,0.6} oraz
R = {0.2,0.6,1.0} co daje dziewig¢ kombinacji. W niektérych przypadkach, szcze-
gblnie dla matych wartosci 1" oraz duzych wartosci R wartoSci zadanych czaséw za-
koriczenia zadann moga by¢ ujemne. W takich sytuacjach wartosci ujemne zostaly za-
stapione zerami. Liczba zadan dla ktérych wygenerowane zostaly instancje testowe to
n = {10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000}. Dla kazdej wartosci n wygenerowanych zostato
10 instancji co w sumie dato 70 instancji dla kazdej kombinacji 7'1 R. W sumie wyge-
nerowano 630 instancji.

Algorytm poszukiwania z zabronieniami dla dwumaszynowego problemy prze-
plywowego z wazona sumg spdZnien zostal zaimplementowany w jezyku C++. Ekspe-
rymenty obliczeniowe zostaly przeprowadzone na klastrze Bem we Wroctawskim Cen-
trum Sieciowo—Superkomputerowym pracujacym pod kontrolag 64-bitowego systemu
operacyjnego Scientific Linux 6.7 (Carbon) wyposazonym w procesory Intel Xeon ES-
2670 (2.30GHz).

W tabeli 1 zostaty przedstawione wyniki eksperymentéw obliczeniowych w po-
staci wartoSci procentowego btedu wzglednego (PRD) wzgledem rozwiazan referencyj-
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nych. WartoSci PRD zostaty wyznaczone z zaleznoSci

Fref _Falg

PRD =
Fref

- 100%, (13)
gdzie F,.s jest wartoScig funkcji celu dla rozwiazania referencyjnego, a Fy,, jest warto-
Scig funkcji celu dla rozwigzania uzyskanego przez badany algorytm. Jako rozwigzania
referencyjne zostaty wykorzystane wyniki uzyskane za pomoca algorytmu poszukiwa-
nia z zabronieniami bez wtasnosci blokowych (TS). Poszczeg6lne kolumny w tabeli 1
0zZnaczaja:

e T'Sp — algorytm poszukiwan z zabronieniami wykorzystujacy pami¢é dtugotermi-
nowgq oraz wlasnosci blokowe - T-bloki 1 D-bloki.

e T'Sp; — algorytm poszukiwan z zabronieniami wykorzystujacy pamigé dtugoter-
minowa oraz wtasnosci blokowe - T-bloki J-opt oraz D-bloki.

Tabela 1
Wartosci PRD dla instancji testowych dla réznych parametrow 7' 1 R.

parametry n TSp TSpy
7=0,2,R=0,2 10 -2,40 5,22
T7=0,2,R=0,6 20 -10,26 -62,58
T7=0,2,R=1,0 50 -10,11 -74,45
T7=0,4R=0,2 100 0,15 -5,52
7=0,4,R=0,6 200 -4,18 -33,92
T7=0,4,R=1,0 500 6,05 -77,88
T7=0,6,R=0,2 100 -0,06 -7,20
T7=0,6,R=0,6 200 -1,14 -24,22
T7=0,6,R=1,0 500 -0,14 -43,16
Srednia -2,45 -35,97

Wszystkie testowane algorytmy uruchamiane byty na 60 sekund kazdy. Jak moz-
na zauwazyC analizujac Tabele 1, najlepsze wyniki zostaly uzyskane przez algorytm
przeszukiwania z zabronieniami w ktorym wykorzystano mechanizm blokéw wraz
z subpermutacjami Johnson optymalnymi uzyskujac bardzo znaczaca poprawe (az o
35,97%) wzglgdem algorytmu bez mechanizmu blokéw dziatajacego przez ten sam czas.

6. Podsumowanie

W pracy jest rozpatrywany dwumaszynowy problem przeptywowy z mini-
malizacja sumy kosztéw spOznien. Przedstawiamy opis rozpatrywanego problemu
F2|| 3> w;T; oraz jego model matematyczny. Dowodzimy specyficznych wtasnosci (tzw.
wlasnosci eliminacyjnych blokéw), ktére znacznie poprawiaja efektywnos¢ algorytmow
rozwigzywania wielomaszynowych probleméw sumokosztowych. W przypadku ich
zastosowania w konstrukcjach algorytméw opartych na metodzie lokalnych poszukiwan
pozwalaja na znaczne zmniejszenie rozmiaru otoczenia generowanego w kazdej iteracji
algorytmu.
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