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KOMBINATORYCZNE ASPEKTY ANALIZY T-NIEZMIENNIKOW W MODE-
LACH SYSTEMOW BIOLOGICZNYCH OPARTYCH NA SIECIACH PETRIE-
GO*

Streszczenie. Sieci Petriego sa coraz czgsciej wykorzystywane do konstrukcji
modeli ztozonych systeméw biologicznych. Analiza tego rodzaju modeli jest czg-
sto oparta na t-niezmiennikach. Znaczenie tego rodzaju niezmiennikéw wynika
z faktu, iz odpowiadaja one pewnym podprocesom wystgpujacym w analizowa-
nym systemie, ktore nie zmieniaja jego stanu. Stad analiza zaleznoSci migdzy
t-niezmiennikami moze prowadzi¢ do odkrywania nieznanych wtasnosci syste-
mu. W ramach takiej analizy pojawia si¢ konieczno$¢ poszukiwania pewnych
szczegblnych podzbioréw tranzycji. W niniejszej pracy podano formalne defi-
nicje probleméw kombinatorycznych, ktére musza zosta¢ rozwiazane, by takie
zbiory znalez¢. Oméwiono takze pokrotce ich ztozonos$¢ obliczeniowa oraz zna-
czenie biologiczne.

COMBINATORIAL ASPECTS OF T-INVARIANTS ANALYSIS IN PETRI NET
BASED MODELS OF BIOLOGICAL SYSTEMS

Summary. Petri nets are increasingly being used to construct models of complex
biological systems. An analysis of such models is usually based on t-invariants.
The importance of these invariants follows from the fact that they correspond to
some subprocesses which do not change a state of the analyzed system. Hence, an
analysis of relationships between them may lead to discoveries of unknown pro-
perties of the system. Within such an analysis there appears a need for searching
for some particular subsets of the set of transitions. In this work formal definitions
of combinatorial problems which should be solved in order to find these subsets
are provided. Their computational complexity as well as biological meaning are
also discussed.

1. Wstep

Wraz z postgpujacym dynamicznym rozwojem nauk biologicznych oraz gwal-
townie zwigkszajaca si¢ iloScia dostgpnych danych opisujacych obiekty i zjawiska biolo-
giczne ro$nie tez przekonanie o tym, ze zarOwno organizmy zywe, jak i ich funkcjonalne

*Badania przeprowadzone w ramach realizacji projektu finansowanego ze srodkéw Narodowego Cen-
trum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2012/07/B/ST6/01537.
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bloki sg ztozonymi systemami i dla rzeczywistego zrozumienia ich natury konieczne jest
traktowanie i badanie ich jako takie wtasnie systemy. Stad, podejmowane sg proby sto-
sowania metod znanych z nauk systemowych do opisu 1 inalizy zjawisk biologicznych.
W wielu przypadkach przynosi to interesujace wyniki, pamigtac jednak trzeba o tym, 1z
systemy biologiczne maja swoja specyfike 1 bezposrednie zastosowanie metod opraco-
wanych wczesniej do analizy np. systemOw technicznych moze nie da¢ spodziewanych
rezultatow. Dlatego konieczne jest opracowowywanie nowych metod, w wigkszym stop-
niu uwzgledniajacych specyfike systemow biologicznych lub dostosowywanie do niej
metod juz znanych. Oczywiscie w obu przypadkach podstawa analizy wtasnosci bada-
nego systemu biologicznego jest jego model. Tradycyjnie modele takie tworzone byty
za pomoca réwnan rézniczkowych. Sa one niewatpliwie bardzo silnym narzgdziem, ma-
ja jednak tez pewne wady. Przede wszystkim w przypadku budowy modeli systeméw
biologicznych na og6t trudno jest uzyskac precyzyjne wartoSci parametréw opisujacych
badany system, a niezbgdnych w modelu opartym na réwnaniach tego typu.

W zwiazku z tym podejmowane sa proby konstrukcji modeli systemow biolo-
gicznych opartych na innych formalizmach. Jednym z nich sa sieci Petriego [4], ktore
wydaja si¢ stanowié interesujaca alternatywe (a moze raczej uzupetnienie) dla réwnan
rozniczkowych. Modele skonstruowane w oparciu o tego rodzaju sieci, z jednej strony
maja intuicyjng graficzng reprezentacje, a z drugiej, moga by¢ analizowane za pomoca
Scistych metod matematycznych i1 opartych na nich algorytméw. W przypadku mode-
li systemdéw biologicznych istotnym skladnikiem takiej analizy jest czgsto badanie nie-
zmiennikow tranzycji (t-niezmiennikéw) [6, 1]. W jego ramach pojawia si¢ koniecznos¢
poszukiwania pewnych szczegdlnych podzbioréw tranzycji. W niniejszej pracy sformu-
towane zostaty definicje probleméw kombinatorycznych, ktére musza zosta¢ rozwiagza-
ne, by takie zbiory znaleZzé. Omoéwiono tez pokrétce ich ztozonos¢ obliczeniowa oraz
znaczenie biologiczne.

Uktad pracy jest nastgpujacy. W rozdziale drugim przedstawiono podstawowe
informacje dotyczace sieci Petriego niezbgdne do zrozumienia sensu prowadzonych w
dalszej czgsci pracy rozwazan. Rozdziat trzeci zawiera wspomniane wcze$niej definicje
probleméw kombinatorycznych, przy czym jest on podzielony na dwa podrozdziaty —
pierwszy z nich dotyczy probleméw wystgpowania pewnych podzbioréw tranzycji, a
drugi dotyczy probleméw niewystgpowania tego rodzaju podzbioréw. Praca koniczy sig¢
krotkim podsumowaniem zawartym w rozdziale czwartym.

2. Niezmienniki tranzycji

Sie¢ Petriego jest piatka Q = (P, T, F, W, My), gdzie: P = {p1,p2,...,pn} jest
skoficzonym zbiorem miejsc, 7" = {t1, o, ..., ¢y} jest skoficzonym zbiorem tranzycji,
F C (PxT)U(T x P) jest zbiorem tukéw, W : F' — Z7 jest funkcja wagi, My : P — N
jest oznakowaniem poczatkowym, PNT =0 A PUT # 0 [4].

Sie¢ taka ma strukturg skierowanego wazonego grafu dwudzielnego, w ktérym
wierzcholtki z jednego z podzbiordw nazywane sa, zgodnie z powyzsza definicja, miej-
scami, a wierzchotki z drugiego podzbioru to tranzycje. Tranzycje odpowiadaja aktyw-
nym skladnikom systemu modelowanego za pomoca sieci, np. reakcjom chemicznym,
natomiast miejsca odpowiadaja jego biernym sktadnikom, np. substratom i produktom
reakcji. Wspomniany graf dwudzielny nie wystacza do tego, by za pomocg sieci Pe-
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triego mozliwe byto modelowanie zachowania si¢ systemu, a mozliwosc taka jest jedna
z podstawowych cech tego rodzaju sieci. Potrzebne sa do tego tokeny, ktére znajduja
si¢ w miejscach, a ich rozktad, nazywany znakowaniem, odpowiada stanowi systemu
(poniewaz liczba tokenéw znajdujacych si¢ w danym miejscu oznacza iloS¢ pewnego
biernego sktadnika systemu, obecnego w nim w danym momencie, opisanego za po-
mocg tego miejsca). Najwazniejsza cechg tokendw jest to, ze moga one przeptywac z
jednego miejsca do kolejnego poprzez tranzycje, a przeptywem tym rzadzi prosta re-
gula uruchomienia tranzycji. Zgodnie z nig tranzycja t; jest aktywna, jezeli w kazdym
z miejsc p; bezposrednio ja poprzedzajacych znajduje si¢ liczba tokendéw co najmnie;j
réwna wadze tuku (p;, t;). Aktywna tranzycja moze zosta¢ uruchomiona, co oznacza, ze
z kazdego miejsca p; bezposrednio ja poprzedzajacego wptywa do niej liczba tokenéw
réwna wadze tuku (p;, ;), ktére dalej wptywaja do miejsc bezposrednio nastepujacych
po tranzycji ¢;, przy czym do miejsca p; wplywa liczba tokenow réwna wadze tuku
(tj, pr). Oznacza to, ze liczba tokenéw wptywajacych do danej tranzycji nie musi by¢
rowna liczbie tokendw z niej wyplywajacych [4].

Sie¢ Petriego moze by¢ opisana za pomoca macierzy incydencji A = (a@;;)nxm, W
ktérej wiersze odpowiadaja miejscom, a kolumny tranzycjom. Element a;; macierzy A
jest réwny roznicy liczb tokenéw znajdujacych si¢ w miejscu p; przed 1 po uruchomieniu
tranzycji ¢;. Innymi stowy, a;; = afj — aj;, gdzie af; = w(p;,t;), aj; = w(t,p;),
natomiast w(v;, vj) oznacza wage tuku (v;, v;), przy czym, jezeli dany tuk nie istnieje w
sieci, to odpowiadajaca mu waga ma wartos¢ 0 [4].

Przy analizie modeli systemOow biologicznych szczegdlne znaczenie maja t-
niezmienniki (niezmienniki tranzycji), bedace wektorami x spelniajacymi réwnanie
A -z = 0. Z t-niezmiennikiem x zwiazany jest zbiér s(x) = {t; : z; > 0} zawie-
rajacy tranzycje, ktérym w wektorze x odpowiadaja dodatnie wartoSci. Zbidr ten nazy-
wany jest wsparciem t-niezmiennika x, a tranzycje w nim zawarte sa czgScia sieci, ktéra
odpowiada pewnemu podprocesowi modelowanego systemu biologicznego. Jezeli kazda
tranzycja t; ze wsparcia s(x) zostanie uruchomiona x; razy, znakowanie sieci nie zmieni
si¢, a zatem t-niezmienniki odpowiadaja takim podprocesom, ktére nie powoduja zmia-
ny stanu analizowanego systemu. Jezeli wsparcia pewnych t-niezmiennikoéw posiadaja
czeS¢ wspodlng, podprocesy odpowiadajace tym niezmiennikom moga oddziatywaé na
siebie nawzajem za poSrednictwem elementarnych proceséw, ktérym w sieci odpowia-
daja tranzycje z czgs$ci wspoOlnej wsparé. Oznacza to, ze poszukiwanie podobiefistw (od-
powiednio zdefiniowanych) migdzy t-niezmiennikami moze prowadzi¢ do znajdowania
oddziatujacych na siebie podprocesow, a co za tym idzie, odkrywania nieznanych wcze-
S$niej wlasnoSci analizowanego systemu. W takim przypadku nalezy oczywiscie okresli¢
biologiczne znaczenie podobnych do siebie t-niezmiennikow, czyli zidentyfikowa¢ od-
powiadajace im podprocesy wystepujace w systemie biologicznym. Mozna wtedy wnio-
skowac, jakie znaczenie dla funkcjonowania systemu ma wzajemne oddzialywanie tych
podproceséw. Poszukiwanie takie mozna przeprowadzi¢ przez bezposrednie poréwna-
nie ze sobg wszystkich t-niezmiennikow, ale w praktyce jest to mozliwe tylko wtedy,
gdy ich liczba jest niewielka. Z tego powodu, w celu ulatwienia (a wlasciwie umozli-
wienia) znajdowania wspomnianych podobienstw, t-niezmienniki grupuje si¢ w zbiory
nazywane t-klastrami za pomoca standardowych metod analizy skupien i podobienstw
szuka si¢ migdzy niezmiennikami, ktore znalazty si¢ w tym samym t-klastrze [6, 2, 1].
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3. Analiza zbior6éw tranzycji

3.1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na fakt, ze w modelach systeméw biologicznych t-niezmienniki
odpowiadaja pewnym podprocesom ztozonym z elementarnych proceséw, ktérych
odpowiednikami w sieci Petriego sa z kolei tranzycje, analiza podobienistw migdzy
t-niezmiennikami lub migdzy ich wsparciami oraz analiza podzbioréw tranzycji wyste-
pujacych we wsparciach podobnych do siebie t-niezmiennikéw ma istotne znaczenie
dla znajdowania nieznanych wcze$niej zaleznosci wystgpujacych w badanym systemie
biologicznym, a co za tym idzie, pewnych jego nieznanych wiasnoSci. Jak zostalo
wspomniane wczesniej, analize taka prowadzi si¢ w oparciu o klastry t-niezmiennikow,
wyznaczane za pomoca standardowych algorytméw analizy skupien. Jednak samo
wyznaczenie klastow czgsto nie wystarcza, zwlaszcza gdy liczba t-niezmiennikow jest
duza. Pojawia si¢ wtedy czgsto potrzeba bardziej szczegélowej analizy 1 sprawdzenia,
ktére tranzycje sa odpowiedzialne za to, ze pewne podprocesy oddziatuja na siebie.
Z drugiej strony, interesujace tez bywa sprawdzenie podzbioréw tranzycji, ktére nie
sa elementami procesOw w jakikolwiek bezposredni sposéb wptywajacych na siebie
nawzajem. Poszukiwania takich podzbioréw tranzycji prowadza do interesujacych
probleméw kombinatorycznych, ktére zostang tu oméwione.

3.2. Problemy wystepowania podzbiorow tranzycji

Czesto pojawia si¢ potrzeba znalezienia zbioru tranzycji o pewnej minimalnej
licznosci, ktére wystgpuja w pewnej, odpowiednio duzej, liczbie t-klastréw (jest to
skrét myslowy, poniewaz elementami t-klastrow sa oczywiScie t-niezmienniki, a nie
tranzycje, chodzi tu wigc o znalezienie takiego zbioru tranzycji, ktére wystepuja
we wsparciach t-niezmiennikéw, ktére znalazly si¢ w odpowiednio duzej liczbie t-
klastrow). Takie tranzycje odpowiadaja procesom elementarnym, ktére pojawiaja si¢ w
wielu grupach podproceséw, a zatem moga miec istotne znaczenie dla funkcjonowania
catego modelowanego systemu. Problem ten formalnie moze by¢ zdefiniowany w
nastgpujacy sposob.

PROBLEM WTWT-K (WYSTEPOWANIE TRANZYCJI W T-KLASTRACH) — WER.
PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCIJA: zbior T' = {t1,19,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—12  ,s; C T, zbior C = {ci,co,. .., c,} klastrow, gdzie
Veecti = {Sil,Siz,---,Sz’W}, Vie12, .gj=12..qiziC N ¢; = 0, liczby K € Nt i
R e N*.

ODPOWIEDZ: zbior W = {wy,wy, ..., w,} C T taki, ze Fei) igronciy

diy, ..., W C di,, gdzie Ve,ecd; = Ul 55, oraz k > Kir > R,

EOW g dil,W g

Jego wersje decyzyjna mozna zdefiniowac nastepujaco.

PROBLEM WTWT-K — WER. DECYZYJNA 1
INSTANCIJA: zbior T' = {t1,ts,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—15  ,s; C T, zbior C' = {c1,ca,. .., c,} klastrow, gdzie
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VeeoCi = {Siys Sy - - - Si\cu}, Vic12,..q:j=12,..qii2iC (N ¢; = () oraz liczby K € N7 i
R e N*.
OpPOWIEDZ: TAK, jezeli 3 W = {wy,wy,...,w,} C T taki, ze Jeiy igrrnci,ecW C

diy, W C diy,...,W C di,, gdzie Ypcodi = US s, oraz k > K ir > R; NIE w
przeciwnym przypadku.

Problem ten nalezy do klasy NP, o czym atwo mozna si¢ przekona¢, gdyz po-
twierdzeniem odpowiedzi TAK jest zbiér W, a to, czy jest on podzbiorem co najmnie;j
k zbioréw d; mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym.

Pewna odmiang powyzszego problemu jest problem, w ktéorym poszukiwany jest
odpowiednio duzy zbidr tranzycji, ktory jest zawarty w sumie wspar¢ t-niezmiennikow
nalezacych do jednego t-klastra. Tranzycje z takiego zbioru odpowiadaja elementarnym
procesom, za poSrednictwem ktérych oddziatujg ze soba nawzajem podprocesy, ktérych
odpowiedniki (czyli t-niezmienniki) znalazty sie w jednym t-klastrze. Maja one zatem
kluczowe znaczenie dla jednego ze skladnikéw badanego systemu biologicznego i
moga by¢ podstawa istotnych, by¢ moze nieznanych wczesniej jego wlasnosci. Problem
ten mozna sformutowac w nastgpujacy sposob.

PROBLEM WTWT-K — WER. PRZESZUKIWANIA 2

INSTANCJA: zbior T' = {t1,ts,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—12  ,s; C T, zbior C' = {c1,co,. .., ¢} klastrow, gdzie
VeeoCi = {Siys Sy - - - Si\cu}, Vic12,..q:j=12,...qii2iCi (1 ¢; = () oraz liczby K € N* i
R e NT,

ODPOWIEDZ: zbiér W = {wy,ws,...,w,} C T taki, ze d,ccW C d;, gdzie
Veeod; = U'fjl si; orazr > R.

Jego wersja decyzyjna ma natomiast nastepujaca postac.

PROBLEM WTWT-K — WER. DECYZYJNA 2

INSTANCJA: zbior T' = {t1,1o,...,ty} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—12 . ,s; C T, zbior C' = {c1,¢co,. .., ¢} klastrow, gdzie
vciEC’Ci = {Sip Sigy ey Si\Cil}’ Vizl’g’“.7q;]’:1’27“.7q;i7§j6i Nc; = () oraz liCZby K e Nt i
R e N*.

OpPOWIEDZ: TAK, jezeli 3 W = {wy,wo,...,w,} C T taki, ze 3.,ccW C d;, gdzie
Veeod; = U'fjl si; orazr > R; NIE w przeciwnym przypadku.

Fatwo zauwazyC, ze problem ten nalezy do klasy P. Jest tak dlatego, ze jego
rozwiazanie sprowadza si¢ do stwierdzenia, czy istnieje zbidér d;;71 = 1,2,...,q o
liczno$ci réwnej co najmniej R, poniewaz kazdy z tych zbioréw jest podzbiorem zbioru
T, a wigc odpowiednio duzy zbiér d; jest poszukiwanym w wersji przeszukiwania
rozwazanego problemu zbiorem W, ktéry jednoczesSnie jest potwierdzeniem odpo-
wiedzi TAK w wersji decyzyjnej. Oczywiscie, sprawdzenie czy odpowiednio liczny
zbidr d; istnieje mozna przeprowadzi¢ w czasie wielomianowym. A zatem problem
polegajacy na stwierdzeniu, czy istnieje odpowiednio duzy podzbior tranzycji bedacych
elementami wsparC t-niezmiennikoéw, ktore znalazty sie w jednym Kklastrze jest z
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algorymicznego punktu widzenia bardzo prosty, mimo to jednak jego rozwigzanie moze
dostarczy¢ wazne informacje na temat wtasnosci analizowanego systemu biologicznego.

Warto odnotowac, ze interesujacy jest tez odpowiednik PROBLEMU WTWT-K -
WER. PRZESZUKIWANIA 1, w ktorym szukany jest zbior tranzycji wystepujacy nie w
odpowiednio duzej liczbie wspar¢ t-klastrow (wsparciem t-klastra jest suma wspar¢ t-
niezmiennikow, ktdre znalazty si¢ w danym t-klastrze, czyli odpowiedni zbior d;), jak we
wspomnianym problemie, lecz w odpowiednio duzej liczbie wsparC t-niezmiennikow,
ktore znalazty si¢ w jednym klastrze. Taki zbior tranzycji odpowiadatby elementarnym
procesom, ktére powoduja, ze podprocesy odpowiadajace t-niezmiennikom, ktére znala-
zty si¢ w jednym klastrze, oddziatuja na siebie, przy czym im wigksza jest liczba wsparé
t-niezmiennikéw, w ktérych znalazt si¢ poszukiwany podzbidr tranzycji, tym wigksze
jest jego znaczenie biologiczne. Problem taki odpowiadatby tez do pewnego stopnia
PROBLEMOWI WTWT-K - WER. PRZESZUKIWANIA 2.

Mozna tez rozwazy¢ problem, w ktérym klastry w ogdle nie sa brane pod uwage
1 poszukiwane sg zbiory tranzycji wystepujace w odpowiednio duzej liczbie wsparc
t-niezmiennikéw. Problem taki mozna sformutowac nastgpujaco.

PROBLEM WTWW (WYSTEPOWANIE TRANZYCJI WE WSPARCIACH) — WER.
PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCJA: zbiér T' = {t1,1s,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennik6éw, gdzie V;—1 2 ,s; C T, liczby L € N* 1 R € N*.

ODPOWIEDZ: zbiér W = {wy,ws,...,w,} C T taki, ze Tsiy siy0si, €W € 53, W €
Siyy ..., W €s;orazl > Lir > R.

Z kolei problem, w ktérym brane sa pod uwage zaréwno t-klastry, jak 1 wsparcia
t-niezmiennik6w mozna sformutowac nastgpujaco.

PROBLEM WTWT-KIW (WYSTEPOWANIE TRANZYCJI W T-KLASTRACH I WSPAR-
CIACH) — WER. PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,..., 1y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C' = {ci, ¢, ..., c,} klastréw, gdzie
Veeoti = {8i; Sigs- - Sioy b Vimr2gi=t20giziCi N ¢ = 0, liczby K € NT i
ReNTiLeNT,

ODPOWIEDZ: zbiér W = {wy,wy, ..., w,} C T taki, ze Jei, igrnci,ecW S diy , W C
diy,...,W C d;,, gdzie V.ccd; = UL-Z'l Si; oraz Hsil,siz,_”’silegW C s, W C
Sigs - W Csjir> R k> K, > L.

W problemie tym poszukiwany jest podzbior tranzycji W, ktéry jest zawarty we
wsparciach co najmniej K t-klastréw i jednoczes$nie we wsparciach co najmniej L t-
niezmiennikow. Nie jest w nim natomiast w zaden sposob uwzglednione to, jak sg roz-
fozone w poszczegdlnych t-klastrach wsparcia t-niezmiennikéw zawierajace zbidr V.
Oznacza to, ze moze si¢ zdarzy¢ tak, iz L — K + 1 sposrdéd tych wsparé znajduje si¢ w
jednym t-klastrze, a pozostate wsparcia roztozone sa po jednym w kazdym z pozostatych
K —1 t-klastréw. Z biologicznego punktu widzenia jest to pewna stabos¢ tego problemu,
pniewaz dobrze by bylo, gdyby zbiér W miatl t¢ wlasno$¢, iz czyni on podobnymi do
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siebie nawzajem wiele grup t-niezmiennikéw znajdujacych si¢ w réznych t-klastrach.
Oznaczatoby to, ze jest on istotny dla wzajemnego oddziatlywania podproceséw z wielu
grup, przy czym grupy te niekoniecznie oddziatuja migdzy soba.

Mozna tez sformutowaé pewna odmiang powyzszego problemu, w ktérej zbior
W musi by¢ podzbiorem przynajmniej jednego zbioru d; (czyli musi znaleZ¢ si¢ we
wsparciu przynajmniej jednego t-klastra), ale jednoczeSnie musi by¢ podzbiorem
pewnej minimalnej liczny (L) wspar¢ t-niezmiennikéw. Ten drugi warunek zapewnia,
ze tranzycje ze zbioru IV maja istotne znaczenie, poniewaz powoduja, iz odpowiednio
duza liczba (co najmniej L) procesOw (t-niezmiennikéw) jest do siebie podobna
(znalazly si¢ w jednym t-klastrze). Nie jest natomiast w tym przypadku wymagane, by
zbiér W byt przyczyna podobiefistwa wielu t-niezmiennikéw zgrupowanych w wiele
podzbioréw (wystepujacych w réznych t-klastrach), migdzy ktérymi nie ma duzego
podobienistwa. Problem ten mozna zdefiniowac¢ nastgpujaco.

PROBLEM WTWT-KIW — WER. PRZESZUKIWANIA 2

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,..., 1y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s;i C T, zbior C' = {ci,ca,. .., cq} klastrow, gdzie
Veeci = {Sins Sins s Sio b Viz1,2,gij=12,qiziC N ¢ = 0, liczby K € N i
ReNtiLeNt.

ODPOWIEDZ: zbiér W = {wy,ws,...,w,} C T taki, ze J.cecW C d;, gdzie
vciGC’di = U|]CZ:‘1 S;; oraz Elsil,siz,...,siZGSﬂciW - Sil,W - Sigy - '7W - Ss, ir > R,
[ > L.

Warto tez rozwazy¢ taka odmiang tego problemu, w ktérej zbiér W musi
si¢ znajdowal we wsparciach co najmniej K t-klastrow, ale jednoczeSnie musi by¢
podzbiorem co najmniej L wspar¢ t-niezmiennikéw z kazdego z tych t-klastrow.
Problem taki ma zatem wtasnosci, ktérych brakowato PROBLEMOWI WTWT-KIW -
WER. PRZESZUKIWANIA 1 i mozna go zdefiniowa¢ w nastgpujacy sposob.

PROBLEM WTWT-KIW — WER. PRZESZUKIWANIA 3

INSTANCIJA: zbior T' = {t1,1s,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—12. . ,s; C T, zbior C' = {c1,co,. .., ¢} klastrow, gdzie
Veecti = {Sipsiw"'asiwi‘}, Vic12,qij=12,..qi4iC N ¢; = 0, liczby K € N7 i
ReNTiL eNT,

ODPOWIEDZ: zbior W = {wy,wy,...,w,} C T taki, ze Jor={ei, cigrmer yccW C
di,, W C  diy,...., W C d;, gdzie Viecd; = U'f;'l Si;, a ponadto
vcil,Ci2,...,CikGC/EISQI78(12,...,8@[,ae{ihig,...,ik}[(Sal € Cas Saz € Cay -+ -5 S € Ca) A (W €

Sar, W € Sayy .o, W € s orazr > R, k> K, > L.

Zbior W bedacy odpowiedzia w tym problemie ma istotne znaczenie biologiczne,
gdyz tranzycje nalezace do niego grupuja po co najmniej L podprocesOw, przy czym
takich grup jest co najmniej K.

Na zakoriczenie tego podrozdziatu nalezy podkresli¢, ze kazdy ze zdefiniowanych
tu probleméw kombinatorycznych moze mie¢ istotne znaczenie przy badaniu konkretne-
go systemu biologicznego. Nie mozna zatem powiedzie¢, ze niektdre z tych problemow
z biologicznego punktu widzenia sa wazniejsze niz inne. O ich biologicznej uzytecz-
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nosci przesadza cel konkretnej analizy danego systemu biologicznego i zgodnie z tym
celem nalezy wybra¢ odpowiedni problem do rozwigzania.

3.3. Problemy niewystepowania podzbiorow tranzycji

Oprécz znajdowania zbioréw proceséw elementarnych, ktére wystepuja w pew-
nych grupach podproceséw w analizowanym systemie (czyli znajdowania odpowiednich
podzbioréw tranzycji wystepujacych w pewnych grupach wspar¢ t-niezmiennikéw), in-
teresujace jest tez czgsto znajdowanie takich proceséw elementarnych, ktére wystepuja
w bardzo niewielkiej liczbie podproceséw, badZz tez wystepuja tylko w pojedynczych
podprocesach, a zatem podprocesy nie moga za ich posrednictwem oddziatywaé na
siebie nawzajem (takie procesy elementarne odpowiadaja tranzycjom, ktére wystepuja
w niewielkiej liczbie wspar¢ t-niezmiennikéw). Poszukiwania zbioréw takich tranzycji
prowadza do kilku ciekawych probleméw kombinatorycznych.

Jednym z tego rodzaju probleméw jest problem, w ktérym poszukiwany jest
podzbidr tranzycji, ktory nie jest podzbiorem zadnej sumy wspar¢ t-niezmiennikOw
bedacych elementami jednego t-klastra. Problem ten mozna zdefiniowaé w nastgpujacy
SposOb.

PROBLEM ATWT-K (ANTYWYSTEPOWANIE TRANZYCJI W T-KLASTRACH) — WER.
PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCJA: zbior T' = {t1,1s,...,ty} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V,—12. ,s; C T, zbior C' = {c1,co,. .., ¢} klastrow, gdzie
vCiECCi = {Siu Sigs - - - 78i\ci\}’ Vizl727“,7q;j:172’_“7q;2-7gjci N Cj = @ oraz liczba U € N+.
ODPOWIEDZ: zbior A = {aj,as,...,a,} C T taki, ze P.ccA C d;, gdzie
Veeod; = US sy iu < U.

Jego wersja decyzyjna ma nastgpujaca postac.

PROBLEM ATWT-K — WER. DECYZYJNA 1

INSTANCJA: zbiér T' = {t1,19,..., 1} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V;—12. ,s; C T, zbior C' = {c1,co,...,c,} klastrow, gdzie
VeeoCi = {Siys Sigy - - - ,si‘cﬂ}, Vic12,. qj=12...qiiC N ¢; = (0 oraz liczba U € N,

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli 3 A = {ay,as,...,a,} C T taki, ze P.,ccA C d;, gdzie
Veeod; = U'f;‘l si; oraz u < U; NIE w przeciwnym przypadku.

Problem ten nalezy do klasy NP. Potwierdzeniem odpowiedzi TAK jest w
tym przypadku zbiér A. W czasie wielomianowym mozna sprawdzi¢, ze nie jest on
podzbiorem zadnego ze zbioréw d; (nalezy zauwazyc, ze zbioréw d; jest tyle samo
ile jest zbior6w c;, a te ostatnie sa elementami instacji, stad sprawdzenie mozna
przeprowadzi¢ w czasie wielomianowym).

Wazna jest tez odmiana powyzszego problemu, w ktorej poszukiwany jest taki
podzbidr zbioru tranzycji, ktéry nie jest zawarty we wsparciach pewnej minimalne]
liczby t-klastréw. Problem ten mozna sformutowac w nastgpujacy sposob.
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PROBLEM ATWT-K — WER. PRZESZUKIWANIA 2
INSTANCIJA: zbiér T' = {t1,1s,..., ¢y} tranzycji, zbir S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C' = {ci,ca,. .., c,} klastrow, gdzie
VeecCi = {Si, Sig, - - - 731"02_‘}, Vic1,2,qii=1,2,...q:i#iCi () Cj = 0, liczby U € NT oraz
K € N*.

ODPOWIEDZ: zbiér A = {a1,as,...,a,} C T taki, ze Bor—(c ¢, .

dy, ..., A Cdy,gdzieV cod; = Uﬁll sorazu < Uik > K.

arccA Cdi, A C

Jego wersja decyzyjna przybiera nastepujaca postac.

PROBLEM ATWT-K — WER. DECYZYJNA 2

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,..., 1y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C' = {ci,ca,. .., c,} klastrow, gdzie
VeecCi = iy, Sigs - - - 731"02,‘}, Vic1,2,..q:=1,2,...q:iiCi N ¢; = O oraz liczby U € N* oraz
K € N*.

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli 3 A = {ay,as,...,a,} C T taki, ze Bor—iey o, cryccA C

di,A C dy,...,A C dy, gdzie V.,ccd; = Uﬁllsij orazu < Uik > K; NIEw
przeciwnym przypadku.

W kolejnej, istotnej, odmianie tego problemu nalezy odpowiedzie¢ na pytanie,
czy nie istnieje taki zbidr tranzycji o odpowiednio duzej licznosci, ktéry jest zawarty
we wsparciu jakiegokolwiek t-klastra. Te wersje¢ problemu mozna sformutowaé w
nastepujacy sposob.

PROBLEM ATWT-K — WER. DECYZYJNA 3

INSTANCIA: zbiér T' = {t1,19,..., 1y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,s,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,s; C T, zbior C' = {ci, ¢, ..., c,} klastrow, gdzie
vc,EC’Ci = {Siu Sigy v 781\07;\}’ Vi:l,2,...,q;jzl,Z,...,q;i;ﬁjCi N Cj = () oraz liczba U € NT.

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli # A = {ay,as,...,a,} C T taki, ze I.,ccA C d;, gdzie
Veeod; = U';;‘l si; oraz u > U; NIE w przeciwnym przypadku.

Jezeli odpowiedzia dla danej instancji tego problemu jest TAK, oznacza to, ze
w analizowanym systemie biologicznym nie istnieje odpowiednio duzy zbior proceséw
elementarnych wiazacych ze sobg podprocesy zgrupowane w t-klastrach. Innymi stowy
oznacza to, ze podobienstwo pomigdzy zgrupowanymi w nich podprocesami oparte jest
na niewielkiej (mniejszej niz u) liczbie procesow elementarnych. Moze to Swiadczy¢ o
stabych zaleznoSciach wystepujacych pomigdzy tymi podprocesami.

Warto zwréci€ uwage na ré6znicg migdzy PROBLEMEM ATWT-K — WER. DECY-
ZYIJNA 1 1 PROBLEMEM ATWT-K — WER. DECYZYJNA 3. W przypadku wersji 1 tego
problemu odpowiedZ brzmi TAK, jezeli istnieje pewien podzbiér tranzycji A o odpo-
wiedniej licznos$ci, ktory nie jest zawarty w sumie wspar¢ t-niezmiennikOw z zadnego
t-klastra. Nie oznacza to jednak, ze nie istnieje zaden podzbidr tranzycji o odpowiednie;j
licznoS$ci zawarty w takiej sumie wsparé. Natomiast w wersji 3 rozwazanego problemu
odpowiedz brzmi TAK, jezeli nie istnieje zaden taki podzbidr tranzycji.

A zatem wersja 1 dotyczy istnienia przynajmniej jednego zbioru tranzycji, ktére
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sa “rozproszone” we wsparciach r6znych t-niezmiennikéw 1 nie sg istotnym skladni-
kiem ich czgSci wspdlnych. Tranzycje te odpowiadaja elementarnym podprocesom za-
chodzacym w analizowanym systemie biologicznym, ktére nie sa podstawa istotnych
wzajemnych oddziatywan podproceséw wyzszego rzgdu.

Natomiast wersja 3 dotyczy pytania, czy wszystkie odpowiednio duze podzbiory
tranzycji maja wlasnos¢, ktérag ma zbiér A z wersji 1 rozwazanego problemu. Innymi
stowy, w tej wersji nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, czy nie istnieje zaden odpowied-
nio duzy podzbior tranzycji, ktory bytby przyczyna istotnych wzajemnych podobienstw
migdzy t-niezmiennikami, co przektada si¢ na pytanie, czy w analizowanym systemie
biologicznym nie istnieje zaden odpowiednio duzy podzbiér elementarnych podproce-
sOw, ktére powodowatyby wzajemne oddziatywania pewnej grupy podproceséw wyz-
szego rzgdu.

Nalezy tez zwr6ci€ uwage na zwroty nierdwnosci w odpowiedziach obu wer-
sji problemu. W wersji 1 jest u < U, natomiast w wersji 3 jest u > U. Rzeczy-
wiscie, w wersji 1 szukany zbior nie moze mie¢ mocy wigkszej niz pewna graniczna
wartoS¢ U, poniewaz gdyby dopusci¢ dowolnie duza moc tego zbioru, problem statby
sie trywialny, gdyz mozna by wtedy przyja¢ A = T, a na ogét zaden t-klaster nie za-
wiera t-niezmiennikéw, ktérych suma wspar¢ obejmowataby wszystkie tranzycje, czyli
odpowiedZz w takim przypadku brzmiataby TAK. Gdyby jednak okazato sig, ze taki t-
klaster istnieje, to odpowiedzia bytoby NIE, poniewaz w takim przypadku suma wspar¢
t-niezmiennikow z tego klastra zawierataby zaréwno catly zbiér 7', jak i oczywiscie kaz-
dy jego podzbior.

Z kolei w wersji 3 moc zbioru A nie moze by¢ dowolnie mata, poniewaz w prze-
ciwnym przypadku mozna by przyjaé jednoelementowy zbiér A, ktéry z pewnoscig jest
podzbiorem sumy wspar¢ t-niezmiennikéw z jakiegos t-klastra, a zatem odpowiedzia w
takim przypadku bytoby zawsze NIE.

Zauwazmy tez, ze dla wersji 1 zwigztym potwierdzeniem odpowiedzi TAK jest
zbiér A (mozna w czasie wielomianowym sprawdzié, ze nie jest on podzbiorem sumy
wspar¢ t-niezmiennikOw z zadnego t-klastra), stad problem ten nalezy do klasy NP.
Natomiast dla wersji 3 odpowiedni zbidr A jest zwigzlym potwierdzeniem odpowiedzi
NIE, dlatego problem ten nalezy do klasy coNP [3, 5].

Zauwazmy ponadto, ze w wersji 1 odpowiedZ mozna by sformutowac tak:
TAK, jezeli istnieje taki zbior A o odpowiedniej licznosci, dla ktérego prawda jest, ze
nie jest on zawarty w zadnym zbiorze d;; NIE w przeciwnym przypadku. Natomiast
w przypadku wesji 3 odpowiedZ mozna sformulowac nastepujaco: TAK, jezeli dla
kazdego zbioru A o odpowiedniej mocy prawda jest, ze nie jest on zawarty w zadnym
zbiorze d;; NIE w przeciwnym przypadku. W tych dwéch wersjach rozwazanego
problemu wystepuje pewna dualnos¢, ktéra zwigzana jest z pytaniem o istnienie (wersja
1) i nieistnienie (wersja 3), co przektada si¢ na wystgpowanie kwantyfikatoréw -
(wersja 1) 1V (wersja 3) oraz zwroty nieréwnosci < (wersja 1) i > (wersja 3).

Czy PROBLEM ATWT-K - WER. DECYZYJNA 3 nalezy rowniez do klasy NP?
Jezeli tak mialoby by¢, musialaby istnie¢ mozliwo$¢ zweryfikowania odpowiedzi TAK
w czasie wielomianowym. Jak jednak mozna by taka weryfikacje przeprowadzi¢? Nie
mozna w tym celu pokazac, ze istnieje pewien zbiér o okreslonych wtasnosciach,
konieczne jest natomiast wykazanie, ze taki zbidr nie istnieje, tzn. nalezy pokazaé, ze
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nie istnieje podzbidr zbioru T 0 mocy co najmniej rownej U, ktéry bytby podzbiorem
ktoéregos ze zbioréw d;. Innymi stowy, nalezatoby rozwigzac nastgpujacy problem:

PROBLEM PODZBIOROW — WER. PRZESZUKIWANIA 1

INSTANCIJA: zbiér T = {t1,ta,...,tn}, kolekcja C' = {c1,¢9,...,¢,} podzbioréw
zbioru T, liczba U € Z™.

ODPOWIEDZ: zbiér A C T oraz zbidr ¢; € C takie, ze A C ¢;, przy czym |A| > U.

Latwo zauwazy¢, ze w wersji decyzyjnej problem ten sprowadza si¢ do odpo-
wiedzi na pytanie, czy w kolekcji C' znajduje si¢ zbidr o licznos$ci rownej co najmnie;j
U (jest tak dlatego, ze kazdy element kolekcji C' jest podzbiorem zbioru 7"). Wynika z
tego, ze problem ten nalezy do klasy P. Co wigcej, rowniez PROBLEM ATWT-K - WER.
DECYZYJNA 3 nalezy do klasy P, poniewaz w tym ostatnim problemie takze wystarczy
sprawdzic, czy ktory$ ze zbioréw d; ma liczno$¢ réwna co najmniej U. Czas potrzebny
na wyznaczenie wszystkich zbioréw d; jest O(q - p - m). Jezeli zaden z tych zbioréw
nie jest o licznosci co najmniej U, odpowiedZ brzmi TAK, w przeciwnym przypadku
odpowiedzig jest NIE.

Zauwazmy na marginesie, z¢ PROBLEM PODZBIOROW - WER. PRZESZUKIWA-
NIA 1 jest w rzeczywistoSci PROBLEMEM WTWT-K - WER. PRZESZUKIWANIA 2, a
wigc aby potwierdzi¢ odpowiedZ TAK dla PROBLEMU ATWT-K - WER. DECYZYJNA
3, trzeba rozwigza¢ PROBLEM WTWT-K - WER. PRZESZUKIWANIA 2.

Rozszerzeniem PROBLEMU ATWT-K - WER. DECYZYJNA 3 jest problem, w
ktérym pytamy, czy nie istnieje pewien podzbior zbioru tranzycji, ktory bylby zawarty
w pewnej minimalnej liczbie wspar¢ t-klastrow. Mozna go zdefiniowa¢ w nastgpujacy
sposéb.

PROBLEM ATWT-K — WER. DECYZYINA 4

INSTANCJA: zbiér T' = {t1,1s,..., ¢y} tranzycji, zbior S = {s1,s2,...,5,} wsparé
t-niezmiennikéw, gdzie V=12 ,si C T, zbior C' = {ci, o, ..., c,} klastrow, gdzie
VecoCi = {Siys Sigs -+ Silcn}’ Vie12,..q:j=12,..qi#;C (1 ¢; = 0 oraz liczba U € N i
K € N*.

ODPOWIEDZ: TAK, jezeli # A = {a1,ay,...,ay,} C T taki, 2e 3oi—(e, c,,....c;, jcc A

di,,A C diy,...,A C d;,, gdzie V ,ccd; = Uﬁll siorazu > Uik > K; NIE w
przeciwnym przypadku.

Problem ten nalezy do klasy coNP, gdyz potwierdzeniem odpowiedzi NIE jest
zbiér A i mozna w czasie wielomianowym tatwo sprawdzic, iz jest on podzbiorem co
najmniej K zbioréw d;. Czy problem ten nalezy réwniez do klasy NP? Jezeli tak miato-
by by¢, musiatoby by¢ mozliwe sprawdzenie w czasie wielomianowym, ze odpowiedni
zbidr A rzeczywiscie nie istnieje. Innymi stowy, musiatoby by¢ mozliwe rozwiazanie w
czasie wielomianowym nastgpujacej odmiany PROBLEMU PODZBIOROW.

PROBLEM PODZBIOROW — WER. PRZESZUKIWANIA 2

INSTANCIA: T' = {t1,t2, ..., tm}, kolekcja C' = {ci, c2, . . ., ¢;} podzbioréw zbioru T,
liczby K € ZT iU € Z+.

ODPOWIEDZ: zbiér A C T i podkolekcja C' = {¢;,,¢i,, ..., i, } kolekeji C takie, ze
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AC¢,,ACcy,...,ACc¢y,przyczym |A| > Uik > K.

Poniewaz powyzszy problem jest NP-trudny, zweryfikowanie odpowiedzi TAK
dla problemu PATWT-K — WER. DECYZYJNA 4 nie jest mozliwe w czasie wielomiano-
wym, jezeli P#NP. A zatem, jezeli PANP, PROBLEM ATWT-K — WER. DECYZYJNA
4 nie nalezy do klasy NP. Istnieje zatem mozliwos¢, ze problem ten jest coNP-zupeiny
(gdyby nalezal on do klasy NP, bytoby to znacznie mniej prawdopodobne, bowiem w
takim przypadku jego coNP-zupetnoS¢ oznaczataby rownos¢ klas NP 1 coNP, co jest
mato prawdopodobne) [3, 5].

4. Wnioski

W niniejszej pracy przedstawiono formalne definicje probleméw kombinato-
rycznych zwigzanych z podzbiorami tranzycji, jakie pojawiaja si¢ przy opartej na t-
niezmiennikach analizie modeli systeméw biologicznych wyrazonych za pomoca sieci
Petriego. Poszukiwanie takich zbioréw jest istotne ze wzglgdu na znajdowanie ré6znego
rodzaju zalezno$ci pomigdzy podprocesami wystepujacymi w analizowanym systemie
biologicznym lub stwierdzenie, ze tego rodzaju zaleznoSci nie istnieja. ZaleznoSci te
czgsto sg podstawa pewnych istotnych wtasnosci badanego systemu, stad ich poszuki-
wanie moze prowadzi¢ do lepszego poznania ich funkcjonowania. Podane w niniejsze;j
pracy definicje probleméw moga by¢ podstawa do opracowania algorytméw wspoma-
gajacych analize¢ modeli systeméw biologicznych oparta na t-niezmiennikach, co jest
przedmiotem dalszych planowanych badar.
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