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DOKLADNY ALGORYTM BLOKOWY DLA PROBLEMU RPQ Z BRAKIEM
PRZESTOJU MASZYNY

Streszczenie. W pracy rozwazany jest jednomaszynowy problem szeregowania
zadan, w ktérym wszystkie zadania maja okreslony moment dostgpnosci i czas
dostawy. W badanym wariancie, nie jest dozwolony przestd) na maszynie. Ce-
lem optymalizacji jest wyznaczenie kolejnosci wykonywania zadan minimalizu-
jacej moment dostarczenia wszystkich zadan. Zaprezentowano szereg wlasciwo-
Sci problemu, w szczegdlnosSci sformutowano wiasnosci blokowe dla ogranicze-
nia bez przestoju. Zaproponowano algorytm doktadny oparty na metodzie B&B
oparty na wlasnosciach blokowych.

AN EXACT BLOCK ALGORITHM FOR NO-IDLE RPQ PROBLEM

Summary. We consider an one machine scheduling problem in which all jobs
have a release and delivery time. This problem is well known as a RPQ problem.
In the studied variant, no idle time is allowed on machine. The objective is to
determine an optimal sequence of job to minimize makespan. We present a several
properties of the problem, especially we formulate block properties for no-idle
constraint. Finally, we propose an exact Branch-and-Bound algorithm based on
the block properties.

1. Wstep

W jednomaszynowym problemie z terminami dostgpnoSci oraz czasami dostar-
czenia zadan (RPQ) nalezy wykonac¢ okreslong liczbe zadan na jednej maszynie. Brak
mozliwosci przestoju maszyny oznacza, ze maszyna od momentu rozpocz¢cia wykony-
wania pierwszego zadania musi wykonywac¢ nastgpne zadania bez przerw az do ukon-
czenia zadania ostatniego. Nalezy wyznaczy¢ harmonogram wykonywania zadan mini-
malizujacy moment dostarczenia wszystkich zadan.

Ograniczenie bez przestoju maszyny wystepuje w systemach produkcyjnych,
w ktorych wystepuja procesy termiczne lub chemiczne. W takich systemach postoje ma-
szyn moga by¢ przyczyna awarii maszyn, pogorszenia jakosci produktow lub generowac
dodatkowe koszty zwiazane z wydatkami energetycznymi. Ograniczenie bez przesto-
ju moze by¢ réwniez wykorzystane w planowaniu ustug outsoursingowych, w ktérych
koszty uzaleznione sa od dtugosci okresu umowy lub w przypadku wypozyczania dro-
gich urzadzen na okres realizacji zlecen.

Problemy RPQ oraz RPQ z ograniczeniem bez przestoju maszyny (RPQ no-idle)
sa problemami NP-trudnym. W przypadku problemu RPQ istnieja efektywne algoryt-
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my oparte na metodzie podziatu i1 ograniczen (B&B) zaproponowane przez Calriera [1]
oraz Grabowskiego i innych [4]. W pierwszym algorytmie we¢zel w drzewie przeszu-
kiwan metody B&B tworzony jest w czasie O(nlInn) przy uzyciu algorytmu Schage
[10], natomiast w drugim algorytmie wezty tej metody tworzone sa w oparciu o poje-
cie bloku zadan. Ze wzgledu na krotki czas dziatania tych algorytmoéw (kilka sekund
dla 50-10000 zadan), mozna je wykorzysta¢ do konstrukcji dolnych oszacowan dla pro-
bleméw wielomaszynowych z kryterium minimalizacji czasu zakonczenia wszystkich
zadan: problemy przeptywowe, gniazdowe, elastyczne przeptywowe i gniazdowe.

Projektowanie algorytméw dla prostych problemdéw szeregowania ma istotne
znaczenie badawcze, poniewaz wlasnosci tych probleméw moga by¢ wykorzystane
w konstrukcji algorytméw doktadnych i1 heurystycznych dla wielomaszynowych pro-
bleméw szeregowania zadan. Odkryte przez Grabowskiego 1 innych wiasnosci blokowe
zostaly z powodzeniem wykorzystane do konstrukcji algorytméw doktadnych dla pro-
bleméw przeptywowego i gniazdowego (rozwigzania doktadne dla instancji o matych
rozmiarach) oraz w konstrukcji jednych z najefektywniejszych algorytméw heurystycz-
nych dla probleméw: przeptywowego [3, 7], gniazdowego [8], przeptywowego z ogra-
niczeniami magazynowania [9] itp.

Badania dotyczace szeregowania zadan z ograniczeniami bez przestoju maszyn
gtéwnie dotycza problemu przeptywowego. Opracowano algorytmy doktadne [11] oraz
algorytmy heurystyczne oparte na metodach konstrukcyjnych [2], [S] oraz przeszukiwa-
nia przestrzeni rozwiazan [6].

W pracy przedstawiono nowe wtasnosSci problemu z brakiem przestoju maszyny.
Ze wzgledu na istotne podobienstwo do wtasnoSci blokowych problemu RPQ bedziemy
je rowniez nazywali blokowymi. W oparciu o te wlasnosci zaproponowano algorytm
doktadny oparty na metodzie B&B.

2. Opis problemu

Na maszynie nalezy wykona¢ n zadan ze zbioru J = {1,...,n}. Kazde zada-
nie ma znany czas wykonania p; > 0, 7 € J 1 nie moze rozpoczaC si¢ wczesniej niz
w momencie jego dostepnosci r; > 0. Maszyna nie moze wykonywac wiecej niz jedno
zadanie w danej chwili. Zadania na maszynie musza by¢ wykonywane bez przerw. Po
zakonczeniu wykonywania zadania gotowy produkt dostarczany jest do klienta przez
czas q¢; > 0. Niech S}, C; oraz D;, beda odpowiednio momentem rozpoczecia, mo-
mentem zakoniczenia oraz momentem dostarczenia zadania j, j € J. Nalezy wyznaczy¢
harmonogram wykonywania zadain minimalizujacy moment dostarczenia wszystkich za-
dan.

Niech 7 bedzie permutacja zdefiniowana na zbiorze J opisujaca kolejnos¢ wyko-
nywania zadan na maszynie. Dopuszczalny harmonogram wykonywania zadan w kolej-
nosci m musi spetnia¢ nastgpujace ograniczenia:

S;>r; dlajeJ, (1)
C;=S;+p; dlajelJ, (2)
Dj=Cj+gq; dlajeJ, (3)

Seiy = Cogo1y dlaj=2,...,n, (4)
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Rys. 1. Wykres Gantta

Ograniczenia (1-3) sa oczywiste, natomiast rownanie (4) narzuca wykonywanie zadan
na maszynie w kolejnosci 7 bez przerw.

Niech Dyax = maxjey D; bedzie momentem dostarczenia wszystkich zadan.
Chcemy znalez¢ kolejnoS¢ wykonywania zadan na maszynie 7*, taka ze

Dmax(ﬂ- ) - Iglell%l Dmax(’]r)a (5)

gdzie II jest zbiorem wszystkich permutacji okreslonych na zbiorze .J.
2.1. Przykiad

Na maszynie nalezy wykona¢ n = 10 zadan. Terminy dostgpnosci, czasy wy-
konania oraz czasy dostarczenia zadan zebrano w tabeli 1. Na rysunku 1 przedstawio-
no trzy harmonogramy wykonywania zadan w postaci wykresu Gantta. Harmonogramy
(A) 1 (B) zostaly wyznaczone dla permutacji wygenerowanej algorytmem Schrage (A-
RPQ, B-RPQ no-idle), natomiast harmonogram (C) jest harmonogramem optymalnym
dla problemu RPQ no-idle. Moment dostarczenia wszystkich zadan wynosi: (A)—42,
(B)—46, (C)-43.

Tabela 1
Dane testowe
Parametr 112131456, 7|8|9]10
termin dostgpnosci—r; | 9 |16 | 1527 | 6 |4 (26| 12| 3 |11
czas wykonania — p; 4 1112112411
czas dostarczenia —¢; 26 | 13 |22 |12 (28 1| 5 | 17|20
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3. Model grafowy

Przed przystapieniem do prezentacji modelu grafowego zauwazmy, ze rOwnanie
(4) mozemy zastapi¢ przez dwie nieréwnosci:

Sx(j) Z Sa(j-1) T Pr-1) dlaj=2,....n, (6)

STr(j—l) > SW(]) — pﬂ'(j—l) dla] = 2, .o, n. (7)

Dla permutacji 7 definiujemy graf G(m) = (V, E(7)) ze zbiorem weztéw V' oraz
zbiorem skierowanych tukow F(m). Zbior weztéw V' = JU{s, t} sktada si¢ z n weztéw
reprezentujacych zadania oraz dwoéch fikcyjnych weziow s (poczatkowy, Zrodiowy) i ¢
(koncowy). Wezel reprezentujacy zadanie j obciazony jest waga rowna czasowi trwania
zadania p;, j € J, natomiast wezly fikcyjne waga réwna zero.

Zbioér tukow E(7) sktada si¢ z czterech podzbioréw tukow:

E*={(s,j):j € J}, (8)
tuk (s, j) € E® odpowiada ograniczeniu (1) i jest obcigzony waga ;,
E'={(j,t):j € J}, (9)

tuk (j,t) € E* odpowiada ograniczeniu (3) i jest obcigzony waga g;,

E'(m) ={(r(j = 1),7(j)) : j = 2,...n}, (10)
tuk (7(j — 1),7(j)) € E'(n) odpowiada ograniczeniu (6) i jest obciazony jest waga
0. Luki ze zbioru E'(7) bedziemy nazywali tukami wynikajacymi z kolejnosci wyko-
nywania zadan na maszynie lub krétko tukami maszynowymi. Ostatnim podzbiorem sa
tuki wynikajace z ograniczenia bez przestoju

E*(m) ={(n(j),n(j — 1)) : j=2,...n}, (11)

huk (7(j),7(j — 1)) € E?*(n) odpowiada ograniczeniu (7) i jest obciazony jest waga
—Pr(j) — Pr(j—1)> €O Wynika z przeksztalcenia (7) do postaci

Sr(j-1) Z Sa(j) + Prj) — Pr(j) — Prg-1) dlaj=2,....n. (12)

Wiasnos¢ 1. Dla zadanej kolejnosci m wykonywania zadan na maszynie, najwczesniej-
szy moment rozpoczecia wykonywania zadania j, 7 € J jest rowny dtugosci najdtuzszej
drogi w grafie G(m) do wezla reprezentujqcego to zadanie (bez obciqzenia tego wezta).

Wilasno$¢ 2. Dla zadanej kolejnosci w, najwczesniejszy moment dostarczenia wszyst-
kich zadari jest rowny dtugosci najdtuzszej drogi do wezta t w grafie G(r).

Z konstrukcji grafu G(m) wynika, ze kazda droga rozpoczyna si¢ w wezle Zrédtowym
s, co wigcej, najdtuzsza droga w grafie G(m) do wezta t jest rowniez najdiuzsza droga
w tym grafie. Droge ta bedziemy nazywali Sciezkq krytycznq.

W sktad zbioru tukéw grafu G(7) wchodza tuki z ujemnymi wagami, zatem
wyznaczenie dtugosci najdtuzszych drég wymaga uzycia algorytmu Bellmana-Forda
o ztoznosci |V - |E)|.
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Wiasnosé 3. Diugosci najdtuzszych drég w G () mozna wyznaczyé w czasie O(n).

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dtugosci najdtuzszych drég maja ustalong warto$¢
po wykonaniu jednej relaksacji tukéw w nastepujacej kolejnosci: (i) tuki ze zbioru £7,
(ii) tuki ze zbioru E'(7) w kolejnosci (7(1),7(2)), ..., (x(n — 1), 7(n)), (iii) tuki ze
zbioru E%(7) w kolejnosci (7(n), w(n — 1)),..., (7(2),n(1)), (iv) tuki ze zbioru E*.

Dowolna $ciezka krytyczna w grafie G () rozpoczyna si¢ tukiem nalezacym do
E* i konczy tukiem nalezacym do E*. Z tego wzgledu opisywac ja bedziemy para (a, b),
gdzie (s,a) € E%i(b,t) € E'. Dlaa = brozwiazanie 7 jest rozwigzaniem optymalnym.
Rozpatrzmy dwa przypadki: (i) a < b oraz (ii) a > b.

W przypadku (i) ciag B, = (7(a), m(a + 1),...,7(b)) bedziemy nazywali blo-
kiem zadari. Twierdzenie blokowe [4] mozna sformutowac w nastepujacy sposob:

Wlasnos$¢ 4. Jesli B,y jest blokiem w m oraz 3 € 11 jest dowolng permutacjq ta-
ka, z¢ Dpmax(8) < Dmax(m), to istieje zadanie (k) € {m(a + 1),...,7(b)} (lub
(k) € {m(a),...,w(b—1)}) takie, Ze w permutacji [ zadanie (k) poprzedza wszystkie
pozostate zadania w bloku (wystepuje za wszystkimi pozostatymi zadaniami w bloku).

W przypadku (ii) ciag B,y = (7(a),...,m(n),n(1),..., (b)) bedziemy nazy-
wali i-blokiem zadar. Mozna udowodni¢, w sposéb analogiczny do Wiasnosci 4., naste-
pujaca Wiasnos¢ dla i-bloku B, ;:

Wilasnos¢ 5. Jesli B, jest i-blokiem w m oraz 3 € 1l jest dowolng permutacjq ta-
ka, ze Dunax(08) < Dmax(T), to istnieje zadanie w(k) € {m(a + 1),...,m(n)} (lub
(k) € {m(1),...,7m(b—1)}) takie, Ze w permutacji (3 zadanie 7(k) poprzedza wszyst-
kie pozostate zadania ze zbioru {m(a), ..., m(n)} (wystepuje za wszystkimi pozostatymi
zadaniami ze zbioru {m(1),...,m(b)}).

4. Dokladny algorytm blokowy

Z kazdym weztem metody podziatu i ograniczen skojarzona jest permutacja okre-
Slaja kolejnos¢ wykonywania zadan 7, blok albo i-blok zadan B, j oraz relacja cz¢scio-
wego porzadku R. Relacja R implikuje ograniczenie “jesli (i, j) € R to zadanie j mo-
ze rozpoczaé si¢ dopiero po zakonczeniu wykonywania zadania ¢”. Podzial przestrzeni
w metodzie odbywa si¢ na podstawie zadan znajdujacych si¢ w bloku (albo i-bloku)
B

Nowy wezet drzewa przeszukiwan algorytmu powstaje przez wygenerowanie
nowej permutacji oraz dodanie ograniczen do relacji czg¢sciowego porzadku R. Dla
k=a+1,...,x (x = b dla bloku oraz x = n dla i-bloku) nowa permutacja po-
wstaje przez przesunigcie zadania (k) na pozycje a w w. Do relacji R dodawane sa
ograniczenia {(w(k),7(j)) : j # k, j = a,...,x} co oznacza, ze zadanie 7 (k) musi
by¢ wykonywane przed wszystkimi pozostatymi zadaniami ze zbioru {a, ..., z}. Nato-
miastdla k = z,...,b — 1 (x = a dla bloku oraz x = 1 dla i-bloku) nowa permutacja
powstaje przez przesunigcie zadania (k) na pozycje b w . Do relacji R dodawane sa
ograniczenia {(7(j),m(k)) : 7 # k, j = x,...,b} co oznacza, ze zadanie (k) musi
by¢ wykonywane za wszystkimi pozostatymi zadaniami ze zbioru {z, ..., b}.

Wezet drzewa przeszukiwan jest odcinany jezeli relacja czgSciowego porzadku
R jest sprzeczna. Dodatkowo, podobnie jak w doktadnym algorytmie blokowym dla
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Rys. 2. Proces obliczen dla danych z przyktadu

problemu RPQ, wezet generowany przez przesunigcie zadania (k) jest odcinany, jezeli
Tr(k) > Tr(a) W Przypadku wstawiania na pozycj¢ a oraz jezeli qr () > gr(») W przypadku
wstawiania na pozycje b.

Na rysunku 2 przedstawiono przebieg proponowanego algorytmu dla danych
z przyktadu. Kazdy wezet opisano w osobnym prostokacie, w ktérym znajduje si¢ per-
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mutacja, numer wezta oraz Dy, (W prawym dolnym rogu). Zadania tworzace blok (i-
blok) zostaty potaczone grubg linia, dodatkowo zadania 7 (a) oraz 7(b) zostaty wyrdz-
nione grubg czcionka. Przesunigcia zadan wynikajace ze strategii podziatu zilustrowano
przy pomocy tukéw, przy czym tuki prowadzace do weziéw odcinanych zostaty zazna-
czone linig przerywana.

Permutacja poczatkowa m (wezet 1) zostata wygenerowana algorytmem Schrage.
W permutacji 7 znajduje si¢ i-blok By ¢. W przypadku zadan 4 oraz 51 1 spelnione sa
warunki r4 > ry oraz g5 > q31q; > g3 zatem odpowiadajace wezty zostang odcigte.
Ostatecznie w wyniku podziatu powstang trzy wezty potomne powstate przez przesu-
nigcie: (7) zadania 8 na pozycje 6 (wezet 2), (if) zadania 6 na pozycje 6 (wezet 7), (iii)
zadania 9 na pozycje 6 (wezet 12). Wezly potomne zostaly potaczone z weztem rodzicem
tukiem z przyporzadkowanym numerem zadania przesuwanego w wyniku generowania
nowej permutacji.

W kazdym potomku liczba ograniczen pamigtanych w relacji czgSciowego po-
rzadku wzrasta. Stanowi ona gléwny mechanizm odcinania we¢ztéw potomnych. Moz-
na to zauwazy¢ na przyktadzie wezta 11, w ktérym wezty potomne generowane przez
przesunigcie zadan 5, 1, 3 1 8 zostaly odcigte z powodu ograniczenn dodanych podczas
tworzenia wezla 10, tj. przesunigcia zadania 9, ktére generuje ograniczenie : zadanie 9
musi by¢ wykonywane za zadaniami 5,1,8 1 3. Algorytm znalazt rozwiazanie optymal-
ne w 4 wezle o wartosSci 43, tacznie wygenerowal 14 weziéw (permutacji) wobec 10!
wszystkich mozliwych.

Przeprowadzono testy efektywnos$ci algorytmu blokowego na wielu instancjach
danych wygenerowanych losowo o rozmiarze od 10 do 80 zadan. W zdecydowane;j
wigkszosci przypadkéw liczba weztéw generowanych przez algorym nie przekraczata
kilkudziesigciu i czas dzialania nie przekraczat kilkuset milisekund. Ponadto podczas
dziatania algorytmu, i-bloki byty generowane stosunkowo rzadko. Oznacza to, ze dla
wielu instancji problemu RPQ w rozwiazaniu doktadnym usunigcie okresow przestoju
maszyny nie zwigksza momentu dostarczenia wszystkich zadan.

5. Podsumowanie

W pracy, dla jednomaszynowego problemu szeregowania zadan z terminami do-
stepnosci 1 czasami dostarczenia oraz brakiem mozliwosci przestoju maszyny sformu-
towano pojecie i-bloku zadan, ktéry jest rozszerzeniem dobrze znanego bloku zadan.
Zaproponowano algorytm doktadny oparty na metodzie podziatu i ograniczen, w ktéry
wlasnosci blokowe zostaly wykorzystane w strategii podziatu i/lub ograniczen. Z badan
eksperymentalnych algorytmu wynika, ze rozwiazanie znaczacej liczby instancji o roz-
miarach kilkudziesigciu zadah zajmuje nie wigcej niz 1 sekunde na komputerze klasy
PC. Autor pracy jest przekonany, ze w oparciu o i-bloki zadain mozna skonstruowac
efektywne algorytmy przeszukiwan lokalnych dla wielomaszynowych probleméw sze-
regowania zadan.
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